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本文把 Be “ in 琳。 n 和 T a刃。 〔` 〕的方法推 广到 生物种群雌雄繁殖的矩阵模型上
,
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证粤
一

酷蒸薰i薰:麟翼翼蒸薰巍
就繁殖前和繁殖后两种不同阶段的收获情况

,

提出确定收获年龄和实际计算最优方 案时分 川

惑 最后举例说明计算步骤
。
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对尸个生物种群 (人工饲养或天然繁殖 ) 采取怎样的收萃方案
,

既能使种群保持州

定孤
,
几

可以复原的水平
`
又使收获量 (重量

、
`

头攀感价值 .) 达到最高
,

这是
一

人们早弓攀
出来的问题

, ` ” ` “年 ” “ r “ ” 。 v 〔 ` ’
,

曾以数学方法讨论禅这个问题
,

但应用种群牛姆铆护
阵理论来研究

,

则是 由 L e f k o y i t c h 〔 2 ’ 和W i l l i a m s o n 〔 ’ 〕 在 ” 6 7年首先介姆的
,

娩近
,

B o s c h 〔1 9 7 1〕 〔 ` 〕用矩阵模型研究了森林最优更新
,

D o u b l e d a y 〔1 9 7 5〕 c户〕证明了有

关问题解的存在定理
。

R or
r “ “ 〔1 97 幻

一

仰 〕在较广泛的条件下进行了探讨
,

B哈d娜叫卯
和 T a y l o r 〔1 9 7 3〕 〔 7〕讨论了 L e s l i e

矩阵 模 型 下 的 最 优 收 获
,

不过
,

B e d 4 i n g t o n
和

兮蕊列
。 r
卜盯讨论单个性别的生长

、

且在繁殖前收旗的数学模型
,

本文把百记山
n g t 6

n
和

T “ y 10 r 的结果推广到两种性别在一个种 群中同时计算的生长模型 乳
_

除考虑繁殖前收获

外
,

还考虑在繁殖后收获的不同情况
,

收获量也不限于讨论头数
,

它可 以是价值
,

重量

或其他生物量等等
。

这使数学更近乎实卿 讲研究生态平衡及经营者理论性参考
。 几

设一个可划分年龄等级的种群在每个单位时间 `称年干内
,

每个相同年龄争鲍雌件

达

户
、
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有相同的生殖雌性子女及雄性子女的产仔率
,

而各年龄级的雌性及雄性又分别有其稳定

成活率
,

则此种群的 L es l ie 生长矩阵模型可以表为
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其中V t
是矢量

,
V : 产 = ( r , , r Z ,

…
, r o r p , , ,

…
, r p + 。

)
,

这里 r ,当 i ( p ,

表示 t时间

种群中 i岁雄性的个数
,

当 i > p ,

表示 i岁雌性的个数
。

这样
,

v t
表示 t单位时间整个种

群的年龄分布
。

在 ( p + q ) 、
(P + q )矩阵 M中

,

礼表示 t时间每个 i岁雄性将能活到 t + 1时

间 (那时他是+1 1 岁 )的
飞

概率
,

b 。
表淞时间每个 i岁雌性将能活到 +t 1 时间的概率

。

f :
表

示 t时间每个 i岁雌性在单位时间内生殖的并能活到下一个年头的雌性 数
,

m ,表 示 t 时

间每个 i岁雌性在单位时间内生殖的并能活到下一个年头 的雄性数
,

并假设 雄性没有活

到超过 p岁
,

雌性没有活到超过 q岁的
,

这样一来
,

按照矩阵的乘法
,

M v , 便表示由 :时

间经过一个单位时间后种群的年龄分布
,

并把它记为V t 十 , = M V t 。

定理 1 :

对矩阵 M存在一个正的
、

实的特征值 入
,

其值不小于 M 的其他特征值的绝

对值
,

并且存在与入对应的特征矢量
,

其所有元素均为非负的
。

证
: 设位于M右下角的 q 阶 L e sl i e

型方阵为 F
,

由于 F元 素的 非 负 以 及 F为 既 约

( x r r e d o c i b r e
) 矩阵

,

故 F满足 P o r r o n一 F r o b e 。 i u s
定理 ( 见 〔q 〕 P

.

z z 7一 P
.

i o 4 ) 的

条件
,

因此
,

·

F有正的
、

实的特征眷存在
,

其值不小子F的其他特征值的绝对值
,

并且

蒯
应咖非负特征矢量记为 (r 山

,
〕

… z,.
一 r… o)

-

再由 L
。 p al ce定理知成立

厂

} M一从 l = 砂 } F一 入川
-

故入也是 M的特征值
,

并且就是满足定理所要求的特征值
,

再取

r ! 一

资
` m声

一
+ m

Z·

… 斗 一 + …m
· ·

… ,
,

r , =

了
r `

a l a ,

一户一 丫 ”补
a l ,

“ a p 一 1 .

一一 1 叶奋r -一 - - - 1 , .

^
r

V = ( r ; , r : ,

一
, r p , r p , 1 ,

:.
, r p , 。

)

则V郎是满足定理的特征矢量
。
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定理 1的生物意义在于
:

随着时间的推移
,
种群必达到一个稳定的生长状态

,

即

M V 二 入V
. . . .

… … ”
· · . . · .

… … ( 1 )

假设问题是要求种群的每一个年龄级均采取相同收获比例
,

在稳定生长情况下
,

若

入> l ,
(若入< 1 可以证明无正收获可使种群无限次地生产下去 )

,

若按如下比例

H =
久一 1

入

进行收获
卜
则到下一个单位时间

,

种群即能恢复原有水平
,

事实上

斌 v 一

华v)
= M v 一

毕八 人
M V 二 入V 一

入一 1

入

。

入V = V

这样的啥获方案的硬是生物种群可只忍受晰 但赛易指出
,

假如允许对每个年龄级按不

同比例收 获
,

如上的方案不是最优的
,

例如
,

如下生长矩阵模型 A
,

考虑繁殖后的收获
,

收获量以个数计
, 一

易见A 有优特征值 2

i
” 3 3 6

勺
A =

J
、 :

”
{

·

L O
_ 一

专 习 夕
_ ·

,
A的稳定年龄分布 (对应 “ 的特征矢量 ) 为 v = `

矗
, ` 2̀

,

4 , 1 )
,

解冷
( v 限制考虑其各分量之和为 1 ,

几

杏则 由子一般
.

来说对正数
。 > 1 则。 v 得到比 v 更大

的收获量
,

各种结构的 种群的收获量大小便无从比较 )
,

对 V所得到收获量是

( 1 , 1 , 1 ) ( A V 一 V ) 二 1
。

2 ,

l)
` ,

并采取这样的收获方案
:

在每次繁殖后的第八匕
1一9

但若另取矢量 V
; =

一年龄级中收获 6/ 7 ,

其余年龄级保留原来数量
,

则这个 种群繁殖后经过收获 即恢复为

V
: ,

收获量却达到 4
。

这说明
:
若各年龄级不按相同比例收获

,
4

可能得到更大收获量
,

下面便是讨论各年

龄级不按相同比例收获对收获量的影响
。

二
、

·

在
·

繁 殖 前
、

收 获

州自 在对一个种群 V收获时
,

我们引人如下 (P +
q)

x (P + q ) 非负对角矩阵 D

\
0 e p * a〕

/卜||||IJ

一一
`D

D中元素 0。表示对 V的第 i年龄级进行收获后所留下来的 比 例 数
, 0 ( 0 ,成 1

,

显 然
,

h , 二 1 一 o ,
是 v 的第 i年龄级中收获的所占比例

,

而且
,

由矩阵乘法知 D v 是种群在收获后

所留下来的年龄分布矢量
,

再设 C
` = ( 。 , , c :

一
, c 。 + 。

) 表示种群 的 价 值 ( 重 量
、 ·

头

数
、

或其他生物量 )
`

分布矢量
,

其中
。 。
表示第 i年龄级中每个个 体 的价值

,

子是
,

所谓

繁殖前收获的问题便可以描述为;
、 , -
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在约束
:

一

M D v 二 v
,

v > 0
· · · · ·

...
· ·

~
·

“ ·

… ( 2 )

的条件下
,

求矢量 D及 V使收获 (价值 ) 量

H 二

达到最大值
,

其中 1
`

表示 1
广 = ( 1 ,

C
`

( I 一 D ) V

1’ v
-

1 ,

…
, l )是 ( P + q ) 维矢量

。

显然
O

` “ ,

O 踌..eP 凡恤 丐卜到
00000:00:

000

氏扭 0 0

O `九。

O

二
’

O

M D = 0 0 …
0 0 …
0 0 二

O O

苏蜘 无恤 … 冬仙
;

执灿 0 ”
.

0

全附
色口

:

卜
帐加…

O
。 、 ·

OO:O

:p000
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引
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要满足约束条件
,

就是粟确定0 、
使方程

! M D 一 川 ` O

成立
。

展开左边行列式即得

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

… … ( 8 )

O。 + 1 f z + o
p + 1

o p 十 Z
b l f : + … + o p 、 1 0 p 十 2

… 0
。 + a

b
,

… b
。 一 ,

f
。 = i

· ·· · · · ·

一
( 4 )

再由 ( 忿 ) 可以求得满足约束条件 ( 2 ) 的一个矢量为

V = (
s ,

o
: a : s ,

…
,

o
; 。 : … 。p 一 : a : … a 卜 ; s , 1 ,

、

Qp * ,
b : ,

…
,

e
p * : … o。 , 。 一 ,

b
厂

: 二”

b
。 一 1 )

其中
s = m

,
o p , , + m

2
0亩幕

,

专毒
: b l +

·

” + m
。

0 , , , … Qp * 。
b : … b

。 一 ;

这样在稳定生长情况下
,

总收获量为
H = C

/
( 1 一 D ) V / l

尹
V

= 〔e ,
( 1 一 0

,
) S + e Z

( 1 一 0
2

) O
, a , ` s + … + e p ( 1 一 o p ) O

;

… s p _ l a :

… a p _ :
S 十

+ e p + 1
( 1 一 o p 十 z ) + e p 十 :

( 1 一 Op 十 2 ) o p , :
b

; + … + e p 十 。
( 1 一 o p + 。

) o p + z…

… o
p 十 。 _ ;

b
l

… b
。 _ : 〕 / 〔S + 0 : a 、 S + … 干 0 , … o p 一 ; a :

… a p _ ;
S + z + o

p + ;
b

; +

一

+. 二 +
外+1’

· o p 十卜
,

b1
` ·

少
。 一

门一 ,’’ … ,’’ · ·
”

·
”

·
“

· “ · · · ·
“ ”

, ·
” ..

· ·

.’. ” … … ( 5 )

现在来确定既满足 ( 4 ) 又使 H 达到最大值的 麦氏 }
;

1
.

当 i簇 p时氏鲍确定
:

- ·

` ~

由于 i ( p ,
( 4 ) 式中不含 a 。 ,

这里只需由 ( 5 ) 式考 虑氏对H的 影 响
,

容 易 看

出
,

设 i《 p , j特 i时所有。 j已取定值
,

则H的分子分母均为今的 线
.

性函 数 , 丛而H是
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杯城仔。成 1 上的单调函数
,

从而 H在 0 。的端值 。 或 1 处达到最大
。

因此
,

:

对于任何一个

盯 ( k成 )P 若 。k不等于 。 或 1 ,

便可 以由如上理由把它改为 。 或 1而使 H的值增大
。

`

从 H及
`

V的结构
,

我们还注意到
: 若有某于

一

价
二 o ,

则当 j < i ( p时
,

氏对 H及V便

失去影响
,

由是
,

要使 H达到最大值
,

对雄性便应采取 如下收获方案
:

有某个年龄 L存

在
~

`

( L ( )P 当 i < L 时氏 = 1 ,

当 i》 L时。。 = D
。

’

当然
,

若饲养业中雄性各年龄级要有一定数量的条件
,
需另作处理

。

·

` 当 i > p时价的确定
尹

设对雄性采取的收获方案中当 j ) L时 e ; 二 0 已取定
,

要确定对雌性方案 就 是 要 在

( 4 ) 式的限制下
,

确定 0 ,使 ( 6 ) 式中的 H 达到最大
,

注意
:

若 e k 二 0 ,

则 i > k > P’

0 .
对 ( 4 ) 及 ( 5 ) 均失去影响

,

因此
,

不妨设氏> o
,

( 当 i < lc)
,

这时
,

包含雄性

在内的整个收获方案记为 { 0 、 }
,

它所对应的收获量记为 H L ,
一

k ,

( L 二 1 , 2 , “ ,’ P,

k = 1
, 2 ,

… q )
。

我们来看雌性中采取的方案对 H的影响
,

在 { O , } 中取出两个其值不无 1 的氏及氏
,

p < r < t < p 十 q
,

视 0 ; , i铸 r ,

k
,

均已取定
,

这时
,

( 4 ) 式可以写为

D 一 。 r
( B 十 0

t

C ) 二 0
· · · · · ·

...
· · · · · · · · · · · · · · ·

…… ( 6 )

其中D
,

B及 C均为 0 , ( p < i手 r ,

1: ) 的函数
,

再类似地把 ( 6 ) 式写为

( 7 )簇ù一ù
R一G

一一
、 ,2八曰 八目U/̀、

k
L,

H

其 中 R
、

E
、

S
、

G、 N及 G均为 0 ,
i( 铸 t

, r ) 的函数
,

且 R
、

G
、

N 及 Q 均 大 于 。 ,

由

( 。 ) 解出氏代入 ( 7 ) 得
:

. ,

s(
ù

QH L , k ( o
r

) = R C + E

G C + N

C o
r +

C G
: +

( D 即
r

Z
_

… …
, . . . . .

… …
D

一

B o
r

)
一 ( 8 )

( 8 ) 式的分子分母在 。 < O
r

< 1 上均为正的
,

且均为 o
r

的 线 性 函 数
,

因此
,

H L ,
’

、
在

。 < 。 ,

< 1 上 ( 0 < 。 t < 1 ) 是 9
:

的单调函数
,

从而 H L , k (氏)必在D、 的端点值处达 到最

大值
,

〕

另一方面由 ( 6 ) 得
·

-

0: =

Dr一一
姗帐与 当 D 《 B时

,
o

t

的端值 ( o < o
r

< i

D

B + C ot

。 < 任: < 1 ) 为
:

e : = o 以及 e
r =

D

B + C
, O

t = 1

当D > B时
,

0r 的端值为
:

e
r = 1 ,

O: =
D 一 B

C
以及氏- D

石下亡
,

8 : = 1
,

这就是说
,

无论何种情况
,

;

总可以把 er 及 o t
中的一个改为 。 或 l ,

而使 H艺
, k
的值增

大
,

也就是
,

在方案 { 0 ,
} 中

,

若有两个 a :不等于 1, p < i < k ,

便可以重复上述理 由把

其中一个改为
·

0 或 1 而使 H L ,
k增大

,
我们 这样做

,

直到方案中只有一个 e环为 1
;

为止石

当对 L
,

k
,

及 o
r

的所有可能值代入 ( 5 ) 求出 H L , 、 ,

其中使 H ;
, k
达到最大的方率

! 氏 }
,

即为所求的最优方案
,

由是
,

有如 下定理 ;
、
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定理 2 :
在稳定生长情况下

,

在繁殖前收获
,

一个既使种群保持一定的可以复原的

水平
,

又使收获量达到最高的方案是
:
对雄性 在一定年龄级以前全保留

,

此年龄级后全

收获
,

对雌性则除一个年龄级为部份收获外
,

其余是在某年龄级以前全保留
,

而以后的

年龄级全收获
。

这里有趣的是
:

在两性别的生长模型下
,

在收获的最优方案中
,

进行部份收获的年

龄级为落在雌性
,

而不在雄性之中
,

注
:

若 M 中所有
a 、 = o ,

所有
: 。 。 = o ,

即得到 B e d d i n g t o n
和 T a y l o r 〔 7 〕 的结论

。

三
、

在繁殖后收获

在繁殖后收获
,

我们的问题变为
:

在约束
:

D M V = V
,

V > O
·

· “ ·
”

· “ ·
“

·
”

· · ” “

… ( 9 )

的条件下
,

求矢量 D及 V 使收获量

二 _ C
产

( I一 D ) M V
1 1 一 一

. ~ , 一 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …1
,

V
( 1 0 )

达到最大值
。

求 H最大值可以用上节类似的方法进行
:

这时方程 } D M 一 jI
二 o 为

一 、

札
+

江
: 十 O

p 二 1
0叶

2

玩 f
Z + … + Op , , ”

·

o
p 十 。

b
:

… b
。 _ :

f
。 = 1 “

·

… … ( 1 1 )

方程 ( 1 1 ) 与上节中的 ( 4 ) 完全一样
,

但满足 D M V 二 V的一个特征矢量 V 变成了
:

v = ( S
’ , 。 : a x s

` ,

…
,

0
2

… o
o a z … a p 一 : S

` , i ,
D

p + :
b

, ,

…
,

o p , 2

… e
p 、 。

b
,

…

“
·

b
。 ~ 1 )

’

其中 S, =
氏 〔 m

, 十 m
Z

Op + Z
b

, 十 … 十 m
。

o
p + : 一。p 十。 b

,

… b
。 一 ; 〕

要注意的是在 (1 0) 中还要计算 M :v

M V = ( 5
1, , a ,

S
尹 , a , a :

8
:

S
/ ,

…
, a ,

… a p _ :
0 : … o p _ ;

S , ,
5

1, / ,
b

, ,
o p + :

b 一b
Z ,

…
,

o p + 2

… o p , 。 一 ; b
,

… b
。 一 ,

)
产

其中 5 11 = m : + m
:

o p , Z
b

, + … + m
q

s
p , 2

… e 。 十 。 b ; … b
。 一 ,

S
“ ’ 一 f

,

+f
Z

o
p

尽场 +’’
·

+f
。

标 ?’’’ 临
。

.bl
二 b

。 一 ,

把 C
, 、

V 及M V代人 ( 10 ) 得
:

H = C
产

( I一 D ) M V ZI
产

V

= 〔e l ( 1一 O
,

) S
护 + e : ( 1一 Q

: ) a , S
产 + e 3

( l 一 0
3

) 0
: a : a : S

产 + … + e p
( 1一 op ) 8 :

… o p _ ; a l … a p _ ;
S

` + e p 十 :
( 1一 o p + ,

) 5
1, ` + e p + :

( z 一 o
p * 2 ) b

: + e p 十 :
( 1一 o p 十 3 )

.

Op 、 : b : b Z + … + c p 十 。
( 1 一 o p 十 口 ) o p 十 2

… 0
。 、 q 一 ,

b : … b ; 一 , 〕 / 〔S
` + o Z a 、

S
` +

+. ” 十 O :

二
p a ;

二
。 _ : S

/ 十 1 十 o
p 十 Z

b
,

+. ” 十 0
。 十 : : 0。 十

ab
, “

·

b
。 一 ;

〕

由于约束条件 ( 1 1 ) 与 ( 4 ) 相同
,

H的分子分母对每氏 ( 视氏
,

j 子 i已取定 ) 是 0。的

线性函数
,

我们可类似上节的讨论
,

证明如下定理
。

定理 3 :

在稳定生长情况下
,

在繁殖后迸行收获
,

则定理 多的结论仍然成立 ,
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四
、

计 算 举
「

例

由于函数H 总是在只有某一个0
:

( p< r《 k)为小于 1或等于 1的正数
,

`

而其余0 。

非 。 即 1的情况下达到最大值
,

我们便可把 { 0
,

} 的各种可能列举出来
,

求 出 对 应 的

H L , k ,

再比较 H L , K而找出最优方案
:

具体做法如下
:

1
.

依次设 k值为 q, q 一 1,
q 一 2 ,

…
, 2 , 1

。

对每个 k值分别取
r为 p 十 k 一 1 ,

p + k 一 2 , “ , p + ol 并对 i若 r, 令 O。 一 1 ,

代人 ( 4 ) 或 l( 1) 解出氏
。

2
,

对每个值在 。 到 l 之间的 0r 连同氏
= 1 i( 铸 r)

,

以及 L分别为 p 一 1 , p 一 2 ,

…
, 2 , 1 ,

的情形
,

求出 H L ,

ko

3 一

比较H L , k ,

对应 H L , k为最大值的方案 { 0 ,
} 即为所求的最优方案

。

例
:

设有如下生长矩阵 M
,

若 C
, = ( 1

, 1 0 , 1 0 0 ,
1

,
10 ,

10 0 )
,

求最优收获方

案
。

己

!

l
夕1000120。80O00 0

0900 00

o去
2i

丁onà0

001一3000o专0000一

…
火

1
。

繁殖前收获
:

求出对应方程 ( 4 ) 为
: 3 0夕

。 十 2 0声
。

0
。 = 1

“
l( 2)

从 ( 12 )看 0
。 二 O

r

不能成立
,

0
。
只可能取 1 以及 0 ,

因此 0
:

的可能值为 o
r = e

` = 含
,

或 0
: =

0 。 = 李以及 0
: = 0

` = 告或 o
r = 0

。 = 告
,

再 把 0 。的 各 值 代入 ( 5 ) 中得 : H ( 0 : ,
0

2 ,
0

: ,

0 ` ,
0

。 ,
O

。 ,
) 的值

:

H ( 1 ,

H ( 1 ,

H ( 1 ,

0

1
, 0 ,

0 , 0 ,

誉
, 1 )

含
, 1 )

1 , 0 )

= 6
。

0 8

= 2
。

6 3

= 7
。

9 4

.护.夕.尹

J10
,1

肠创

H ( 1 ,

H ( 1 ,

H ( 1 ,

故

l
/

0

为最优方案
,

、

由此算出种群分布矢量为

飞 ; _ ,

1
、 l : 。 n J 。 , 。 。 n 、

y = 火二 ; 二 少 气任 0 5 乙任 5 0 , 0 任 5 0 , 石 声
1 4石
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得到收获量为
: 7

.

4 9
。

2
.

繁殖后收获

求出对应 ( 1 1)的方程为
:

息。声
。 十 20

4
0

6。。 = 1

此方程与 ( 1 2)同
,

故0r 的可能取值相同
,

由此代人

1卷

( 1 3 )

H 二
g 毕于男丝

,占1ǔ,几

计算得到
:

H (
…
1 , 1 , 0 ,

李
, 1 , 1 ) = 6

.

5 8 7 3 ,
H ( 1

H ( 1 ,
1 ’

1 , 0 , l ,

含
, 1 ) = 7

.

1 2 96
,

H ( 1

H ( 1 , 1 ,
0

,
1

,

专
, O )

`

二 9
.

2 4 2 4 ,
H ( 1

因此
,

得最优方案为
:

0 , 0 ,

告
,

0 , 0 ,

烤
一 ,

1
, 0 ,

告
,

1 ) = 3
。

5 2 1 1

0 ) = 8
`

O ) = 1 1
。

8 3 3 3

厂!|!1|
.

j|于||士111贬

D 二

含

由此计算出种群年龄分布矢量为

1

1
、 , 。 ,

。 。

V = 气蕊二夕 、 廿 , 任 , U , 石 一 l , t ,

土b

得到收获量为 1 1
.

8 3 3 3
。

注 : 1
,

本文也可用线性规划方法计算
.

2
,

当 生物种群不能按年龄划分时
,

如虫按阶段划分
,

鱼按长度划分等等
,

应 用 eL 佳。 vi ct h

拒 阵模型 〔1 0〕 计算
,

可 以证明 以上定理仍成立
。
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