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求与空间四条异面直线相切

的球中最小的球 ,

陈 鸿 志

(农业工祖系 )

扭 典

本文运用推理的方法
,

根据 召画法几何学
”
的基本理论和作图原理

,

完全用图解法先将

空间四条异面直线分成几组逐个解决
,

然后统一求解
。

即先作球与二条异面宜线相 切
,

进而

三条最后四条
。

这样作的特点是推理清晰
,

圈解方便
、

作图准确
。

假设空间四条异面直线为

人
·

B
·

C
·

D ,

分组情况如下
.

i
.

A
·

B和A
·

C直线组
.

,
。

A
·

B和 A
·

D宜线组
。

8
。

人
·

B
·

C和 A
·

B
·

D直线组
。

4
。

A
·

B
o

C
·

D直线组
。 口
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,

罗伯 P
·

凯索教授 ( Ro b
e r t P

.

K e
l

s o )

的最新难题原文如下
.
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该题曾先后于 1 9 8 。
、

1 9 8 1
、

1 9 82 年连续三次刊登于该学报的难题之角园地公开征求

解答
,

几年来国内外不少学者曾对此题进行了广泛的研究和讨论
,

但直至 1 9 8 5年 10 月止

该学报尚没有应解者的解答刊出
。

现将本文的解答论述如下
:

.

分 析

(一 ) A
·

B和 A
·

C ! 锐组的作日分析

我们知道过 A
·

B两异面直线中任意一条上的任意一点 (例如 A线上的 A
。

点 )
,

都可

以作无穷多个球与 A
·

B两异面直线相切
,

其球心轨迹位于 A 线上过 A 。
点且垂 直 A 线的

1 9 8 6午 名 月 1 7日收偏 .
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平面 P
。

内 (图 2 一 1)
。

同样
,

过 A线上的同一点A
。 ,

也可以作无穷多个球与 A
·

C两

异面直线相切
。

这样
,

与 A
·

C线相切的球心轨迹也位于同一个平面 P
。

内
。

因此
,

与 A
·

B

线和 A
·

C线分别相切的球心轨迹在 P
。

面内相交于一点 ( a
bc )

。

该点便成了与 A
·

B
·

C

三异面直线均相切的球心
。

由此可以看出
,

在三异面直线中任一条上的任一点
,

都可以

作一个球与三异面直线均相切
。

(二 ) A
·

B和 A
·

D直线组的作图分析

按照上面的方 法
,

过 A线上的 A
。
点也可以作无穷多个球与 D线相切

,

其球心轨迹也位

于 A线上过 A O
点且与 A线垂直的平面 P 。

内
,

这样
,

与 A
·

D线相切的球心 轨 迹
,

在 P
。
平面

内也与和A
·

B相切的球心轨迹相交于一点 ( ab d)
。

(图 8 一 1 )
,

该点也就是与 A
·

.B D 三

异面直线均相切的球心
。

由上面两组作图可以看出这样一点
,

即过 A 线上的一点可以分别作 出 与 A
·

B
·

C

和A
·

B
·

D相切的球
,

而且都是相交于与 A
·

B线相切的球心轨迹上
,

亦即与 A
·

B
·

C

和 A
·

B
·

D分别相切的球心同位于一条曲线上
。

(由于都是以 A 线出发作图的 )
。

(图

1 一 2 )
。

(三 ) A
·

B
·

C和 A
·

B
·

D ! 线组的作图分析

前面 已经谈到
,

过三条异面直线中任一条上的任一点都可以作一个球与三异面直线

均相切
,

而每条直线上均有无穷多个点
,

亦即可以作无穷多个球与三异面直线均相切
。

这样
,

如上所述
,

过 A线上的 A 。
点可以作 出一个分别与A

·

B
·

C和A
·

B
·

D均相切的球
,

由于 A线上有无穷多个点 (本题将其分为 A
。
~ A ` )

,

故可以分别作出无穷多个球与 A
·

B
·

C和人
·

B
·

D三异面直线均相切
,

其球心又分别位于过 A线上各点且与 A线 垂 直的

平面 ( P : ~ P
`
) 内

,

而这些球心在各个面上均是交于与 A
·

B线相切的球心轨迹线上
。

这样
,

将各个面 上与 A
·

B
·

C和 A
·

B
·

D均相切的球心光滑地连成一曲线即得 到分别

与人
·

B
·

C和 A
·

B
·

D均相切的球心轨迹线
,

由于这两条轨迹线
,

同位于由与 A
·

B相

切的球心轨迹线所形成的同一个曲面上
,

故其交点
,

即为与 A
·

B
·

C
·

D 四条异面直线

均相切的球心了 (图 1 一 2 )
。

作图步赚

为了作图方便起见
,

令四条异面直线中的 A线处于铅垂位置
。

如图 1 一 1 所示
:

1
.

分别作与 A
·

B线和 A
·

C线相切的球
。

将 A线分为 6 点 ( A
。 ~ A ` )

,

首先过 A .
作球与 B线上各点相切 (人

。
为切点 )图 2 一 1 ,

在 P 。
面内得 A 。

点与B线上各点 (B
。 ~ B `

) 相切的球心轨迹为 ( A B ) 。 ~ ( A B ) ` … …

( 1 ) 过 A线上的 A 。
点作面 P

。

垂直 A线 (图 2 一 l )
,

因此
,

过人线上的 A
。

点与

B线上各点 (B
. ~ B ` ) 所作的球

,

其球心轨迹均位于 P 。
面内

。

( 2 ) 过 B线上各点 ( B 。 、 B ;
)作面垂直B线

,

且求出它们与平面 P
。
的交线 (b

。 p 。 ,

b
一 p o ~ b

一 P o
)

。

( 3 ) 连 A 。
B

。 、

A 。
B

:
~ A 。 B ` ,

并分别作它们的中垂面
,

求各中垂面与各 交线的

交点
,

即 ( A B )
。 ~ ( A B )

`
(水平投影为 ( a b )。 ~ (

a b ) ` )
,

此即过 A线上的 A
。

点与

B线上各点所作相切球的球心
,

将它们光滑地连成一 曲线
,

便是过 A线上的 A
。
点作球与
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B线上的各点相切的球在 .P 面上的球心轨迹
。

( 4 ) 按上述方法也可以求出 A 线上的 A
。

点与 C线上的各点相切球的球心轨迹也在

P
。

面上
。

( 5 ) 以上两条轨迹曲线在 P 。
面内的交点 (A B C )。即为过 A线上的 A 。

点与 A
o

B
·

C

三异面直线均相切的球心
。

( 6 ) 同理过 A线上的 I
、

l
、

111
、

VI 各点
,

还可以分别作出与 A
·

B
·

C三异面直

线均相切的球心 ( A B C ) : ~ ( A B C )
`

(图 2 一 2 ) ~ ( 2 一 6 )
,

将这些球心光滑地连

成一曲线
,

即为与 A
·

B
·

C三异面直线均相切的球心轨迹 (图 2 一 6 )
,

该轨迹位于由

与 A
·

B相切的球心在各个面上 (P
。
~ P .

) 的轨迹所形成的曲面上 (图 1 一 2 )
。

( 7) 同样
,

A
·

B
·

D直线组也可按此法求出与它们均 相 切l的 球 心 ( A B D )二
( A B )D

` (图 8 一 i ) ~ 〔图 3 一 6 ), 将它们光滑地连成一曲线
,

也得到与 A
·

B
·

D三异面

直线均相切的球心轨迹 (图 8 一 6 )
,

该球心轨迹也位于由与 A
·

B 相切 球 的 球 心 在

各个面上 ( P 。 ~ P . ) 的轨迹所形成的曲面上 (图 i 一 2 )
,

由于与 A
·

B
·

D和 A
o

B
·

C

均相切的 球 心 轨 迹 同 位 于 一 个 曲面 上
,

因 此 ( A B C )
。
~ ( A B c)

.
与 ( A B )D

。 ~

( A B D )
`
两轨迹的交点 。 ,

即所求与四异面直线 A
·

B
·

C
·

D均相切的球心
。

. 证

从图 4 中可知
,

与四条异面直线均相切的球心为O
,

半径为
。 a ,

利用换面法
,

可分别

求出 ( o b :
一 b :

)
,

( o c :
一

c :
) 和 (

o d :
一 d : )

,

且它们都是相等的
,

故作 法 是 正 确

的
。

本作法有二解
,

因为与 A
·

B
·

C
.

D四异面直线均相切的球
,

应成对地出现
,
本例

只作了一解
,

另一解由于与 A
·

B
·

C和 A
·

B
·

D相切的球心轨迹在图内无交 点
,
故无

作出
。

(图 1一 2 )
。

另外
,

我们如果分别以四条异面直线为准线 (作图的起点 ) 如 A线一样令其为铅垂

线 , 则还可以作出六个与 A
·

B
·

C
·

D四条异直线均相切的球
,

则本题共有八个解
。

如果按此法作出八个球
,

则可求出与四条异面直线均相切的球中最小的一个球
,

因

它们的半径
,

在水平面中的投影可直接反映它们的实长
,

本例所求出的球 O
,

即为该例

八个相切于四条异面直线的球中最小的球 (图 4 )
。
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图 1 一 Z A线上的各点 ( A 。~ ^ `》 分别与

A
·

B
,

A
·

C
,

A
·

D相切的球在各个平面 (P
。

~

p ,) 内的球心轨迹所形成的曲面体
,

交线 ( A B c ) .

~ (A B C ) `
与 ( A B D ) 。一 ( A B n ) `

分别为与A B

C和A B D相切的 球心轨边
,

交点 0 为与A
·

B
·

C
·

D 四异面直线 均相切的的球心
。

( 1 ) 人线上的 A 。点与B线上各点相切 的 球

在 p 。面上的球心轨迹
。

( 2 ) A线上的 A 。点与 D线上各点相切的球在

0P 面上的球心轨迹
。

( 3 ) A线上的A 。点与C线上的各点相切的

球在p 。
面上的球心轨迹

。

( 4 ) 由各平面上的球心轨迹所形成的 曲面

体断面形状
。

\ \ 、

厂气广
。

今

图 1 一 1 空间四条异面直线的相对位置

布
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图 2一 1 人线上的点 A 。与
B

·
C线上各点相切的球在 p 。面

上的球心轨迹
,

得与 A
·

B
·

c三

异面宜线均相切的球心 ( ab c)
.

图 2 一 2 人线上 的 点人
:

与
B

·

C线上各点相切的球在 p : 面 内

的球心轨迹
, .

交点 ( a b c) : 为 与
A

。

肠 C三异面直线均相切的球心
。 .

丫丫丫
匀匀匀笃笃

图 2 一 3 人线 上 点
人 :

与B
·

C线上的各点相切

的球在 p : 面上 的 球 心 轨

迹
,

交点 ( a b e ) ,为与A
.

B
一

C

三异面直线均相切的球心
。

习习习泛工工平又又
、、、、、、、、、、、、、、、 卜 ,,刃刃刃 l不不]]] `̀蔽工工工

了了了 11}
,,

至至̀̀乙 }}} 瓜
、

...

蕊蕊蕊玉玉乙阅阅
_ _

从
.
’

`
---

图 2 一 4 人线上的点 A :
与

B
·

C线上吝点相切的球在p ,
面

上的球心轨迹
,

交点 ( a b c ) :为

与人
·

B
.

C三异面直线均相切的

图 2 一 6 A线上的各点

与A
·

B
·

C线均相切的球心轨

迹
,

即 ( A B c )
.

~ ( A B C ) . 。

球心

图 艺一 S A线上的点A
`

与 B
·

c 线上各点相切的球在p `

平面上的球心轨迹
,

交点 (动的

为与A
·

B
·

C三异面直线均相

切的球心
.
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