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模 糊 最 小 二 乘 法 模 型

陈振权

(基拙郁 )

祖 要

本文引入模糊数间的一种距离
,

把类似的最小二乘法用于对模糊观测数据的分析
,

提出两

类拟合模期数据的棋糊线性回归模型
,

证明确定棋型的条件
,

给出计算模型参数的简明方法
.

关健词 模糊集 , 模糊数
;

三角形模糊数
;

模糊数据 ; 模糊线性回归模型

日 I 雀旨
J . ` 翻

回归分析是最常用的数学方法 之一
,

为了对观测数据进行分析
,

为了对未来信息作出

估计
,

人们设计了许多非模糊的回归模型 〔 . 〕 。

但是
,

当所获信息稀少
、

无统计意义
。

很

不精确
、

定性的
、

语言的
、

或是不完全确定的信息时
,

普通回归模型便不再适用了
,

模糊

回归模型被看成是拟合模糊信息
、

描述模糊现象较理想
、

较 自然的方法 之一
。

近十年来
,

随着处理模糊信息研究的深入
,

模湖回归模型 的建立越来越引起科学工作者的兴趣
〔 , 〕 〔 . ’

【 . 〕 [ . ] r 7 〕 c s 〕 c 1 0 〕 r 几 l ) 〔 l a 〕 o

Y ag er r ` . ’
借助非模糊数据建立的模型和模糊数运算法则

,

对未来信息进行模糊预测
.

T a n a k a ,

U e j im a和 A s a i 〔 ` ’ 〕 〔 ” 〕
从被观测值与估计值间的误差在于系统结构的不确定性出

发
,

利用线性规划方法
,

引入模糊线性回归模型
。

c el m lsn
〔 : ’ 【吕〕

由类似最小二乘法 推 出

了模糊回归模型
。

但是
,

就方法和运算形式而论
,

与 普通线性回归模型较接近
、

较可视为

古典模型的自然延伸的
,

要推 o ia m o n
dt

. ’ 198 8年发表的几类模糊线性回归模型
。

不 过
,

o ia m o n d模型有赖于模糊数间距离的选择
。

不幸的
,

模糊数集上距离的确定
,

也和模糊集

的排序问题一样
,

一直是众 议纷云
,

未 获理想解决
,

这在 Bor t ol
o n和 D ge an i文章

〔 ` ’
有较详

细的综述
。

为拟合模糊数集上距离的多家之见
,

本文提出一种与参数 入 ( 入C ( 0
,

1 ) ) 相联系的距

离
,

并以此为出发点
,

提出与参数 入相联系的模 糊线性回归模型
,

人们可以依目标和观点

的差异取不 同参数的距离
,

从而建立不同参数的回归模型
,

这正是描述事物多样 性 的 反

映
。

特别
,

当取 入= l 时
,

就得到 lD a m o n d模型
〔 。 ’ ,

也就是说
,

D ia m o n d模型是 本 模 型

的特例
,

而且可以证明
,

当数据不能确定其 iD
a m o

dn 模型时
,

可适当选择别的参数建立本

模型
。

这使本模型具有更灵活和实用优点
。

本文第一节是证明唯一性定理
,

它是本模型的

理论依据
,

第二
、

三节提出两类 由正三角形模糊数到三角形模糊数的线性回归模型
,

第四

节是本文的回顾和前瞻
。

举有数值例子说明本模型与 D ia m o n d模型的异同
。
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一
、

唯一性定理

首先介绍一些以下涉及的基本定义
。

设 R为实数集
,

R上的模糊集记 x
,

其隶属函数记

x ( x )
,

若 x 满足
:

( 1 ) x 的任意水平集均为凸集
;

( l ) x ( x ) 是上 半 连 续 函 数
;

( I ) x 是正规的
;

( 砚 ) su PP ( x ) 是有界集
,

则称 x 是一模糊数
。

容易证明
,

模 糊 数
:
的任意水平集均为闭区间

。

设 L ,
R表示定义在实数集上的两个偶函数

, L ( 0 ) 二 R ( o ) ~ 1 ,

业且在 ( o
,

+ co )

上都是非增的
。

设模糊数 x 的隶属函数取如下形式

x ( 。

卜 {轰{{黑 }允} : 絮参: : 忿艺
则称 x 为 L R型模糊数

,

分别称其中的m
,

L R型模糊数集上的线性运算为
〔 ` 〕 :

. ,

b为 x 的均值
、

左展
、

右展
、

记 X = (m
,
a

,

b )
L a

I ) ( m
,
a

,

b )
L R + ( tn

` , a ` ,

b ,

l ) 实数 t> 。则 t m
, a ,

b )
L R =

)
L a = ( m + m

, , a + a , , b + b
`

)
L R

( t m
,
t a , t b )

L R

I ) 实数 t <
。
则 m

, a ,

b )
L : 一 ( m

, 一 t b
,
一 t a )

L R

了`
、
了.、
产

`
、

当L ,

R为如下函数

(T x
=) {孟

一 I x

时
,

则称X 为三角形模糊数
,

设X
, Y C J ( R )

,
x =

b )
: 记全体三角形模糊数为 J ( R )

。

,

当 O 镇 x 戈 1
,

其他
,

记 X = ( m
, a ,

( x ,

且
,

百) T,

,

x 与 Y 的 久一 水 平 集 的 支集分别为

= ( y ,

二
,

而 )
:
对任意 久心 〔o , 1〕

,

〔 x 一 ( l 一 入 ) 毛
, x + ( 1 一 入 ) 百〕 和

〔y 一 ( 1 一 入 ) 月
, y + ( 1 一 入 ) 万〕

。

定义 l
:

设 x
, Y C J ( R )

,

入口 〔o
,

i 〕 ,

称 X 与 Y关于 入的距离为 d
,

( x
,

Y )
,

其中

d ,

( x
,

Y )
“
= { 〔 x 一 ( l 一 入 ) 乙〕 一 〔y 一 ( l 一 入) ” 〕 }

“
+ { 〔 x + ( 1 一

一

、 ) 万〕 一 〔y + ( 1 一 、 ) 万〕 }
, + ( x 一 y )

“ , “
( 一 )

对于相同的 x
, Y ,

当 入取值不同
, d *

( x
,

Y ) 表示不同意义的距离
。

入值越 大
,

展对 d
,

的影响越小
,

可以设想
,

认为展对距离应有较大影响的人
,

可能取较 小 的 入
,

而

无视展的重要性的
,

可能把 入取得更靠近 1
,

当 入~ O 时
, d

。

就是
〔 。 〕
中所定义的距离

。

自然
,

在实际间题中
,

应允许根据具体情况
,

决定适当的 入值的距 离
,

当 入取 定 值 时
,

( J ( R )
, d *

) 是一完备空间
。 ’

.

设 p ( R )是 J ( R ) 中具有非负支集的元素的全体
,

即 ( nt
, a ,

b )
T
C p ( R )

,

总有 m 一

二 > O
,

称 P ( R )为正三角形模糊数集
。

容易看出
,

若 ( m
, a ,

b )
: 右p ( R )

,

则 任 意 t >

0
,

有 t ( m
, a ,

b )
: 右p ( R )

,

故 p ( R ) 是一锥 ( c o n e
)

。

并且
,

p ( R )关于d
:

是 J ( R ) 上

的一 个闭凸集
。

辅理 1 :
设 入 f 〔 0 , l 〕 , A

, B ,

X C J ( R )
,

则成立

d 几

( A
, B )

“
= Z d

,

( ^
,

x )
2
+ Z d

,

( X
,

B )
“ 一 4 d *

( X
,

( A + B ) / 2 )
2

证 :
设 A = ( a

,

三
,

万 )
, , B二 ( b

,

旦
,

百 )
T ,

X = ( x ,

互
,

万 )
: ,

由代数 式 (
e + f )

么
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+ ( e一 f )
盆 = Z e 名+ Zf : ,

易见
2 (

a 一 x ) 2 + 2 ( x 一 b ) 2 = (
a 一 b )

名 + 4 〔x 一 (
a + b ) / 2 〕: ( 2 )

.

又 d ,

( A
,

x )
`

== 〔a 一 x 一 ( 1 一 入 ) ( 几 一通 ) 〕
么
+ 〔a 一 x + ( 1 一 入 ) ( 万 一万 ) 〕 : + ( a 一 x )

`

d ,

( x
,

B )
’ = 〔 x 一 b 一 ( l 一 入 ) ( 直一且) 〕

’
+ 〔 x 一 b + (一 入 ) (万一百) 〕 `

+ ( x 一 b )
:

利用 ( 2 ) 易得

Z d ,

( A
,

x )
:
+ Z d ,

( X
,

B )
么
= d ,

( A
,

B )
忿 + 4 d ,

定班 l :
设 入 f 〔o

,

l 〕
,

C是 P ( R )上一个闭锥
,

X
,

C中有唯一的三角形模糊数 v 。

存在
,

使

d
,

( X
, v 。

) 叹 d
,

( X
,
v )

,
V v 贫C

证
:
若 x 右C,

.

显然
,

x = v 。

即所求
。

故设 x 百 C
,

〔x
,

( A + B ) / 2 〕 名

则对于 p ( R )上任意三角形模糊 数

令 。 = 泛伙仁〔d
,

( x
,

v ) 〕
,

则可
,

9
, 曰

取元素列 {v
.
C C }

,

使 d
孟

( x
,

v ,
) ” 6

,

再 由辅理 1 知

d :

( v 。 ,

v 一 )
. == Z d ,

( v . ,

x )
. + Z d

,

( x
, v , )

名一 4 d
, 〔X ,

( v : + V . ) / 2 〕 1
由 C

的凸性知
,

对所有互
,

j
,

( 、 尸 、 + v . ) / 2 右 e
,

因此
, d ` 〔x

,

( v . + v 、 ) / 2 〕 ) 乙
,

而且

d
:

( v . , v :
)

, 赶 d2
,

( v . ,

x )
, + Zd

,

( x
, v , ) 一

4 乙 ,

从而
,

当 i ,

j , oo 时
,

d
:

( v : ,
v .

) , 0故 《 v 泣} 是一 C a u e h y序列
,

由C的闭性 知 l lm 、 r ,二

v 。

f C
,

显然

d
,

( X
, v

。

) ` d
,

( X
, V )

,
V v 归C

设 、、 一 ` v 一
, 讥 ”

,

可 以证明 ” ·

就是 “ 中使下式 (R̂
, “ )成立的唯二鱼 元方

R
,
= 〔 ( x 一 ( l 一 入 )

、

互, ( v

一 ( l 一 入 ) 甲
.

)〕 〔 ( v 。

一 ( l 一 入 ) 。 .

) 一

( v 一 ( l 一 入 ) 竺 ) 〕 + 〔 x + ( l 一久 ) 万一 ( v
.

+ ( l 一 入 )石
.

)〕 〔v .
+ ( l一 人 )

石 ) 〕 + ( x 一 v .

) ( v

一
v ) 》 o其 中 v = ( v

,

石
,

竺 )
:
是 c 中异于 、 。

的任意元素
。

事实上
,

容易算得

d
:

( X
,

V )
. = d ,

( X
,

v
。

)
吕+ d

a

( v
。 ,

V )
名+ ZR ,

因 v 价 v 。 ,
d

,

( y
。 ,

v )
.
> 0

,
R

,

> 0 故

d
,

( x
,

V )
乞

> d
,

( x
,

V
.

)
么

推论 1
:

设 N 为正整数
,

c, 为 N维模糊数向盆空间 p ( R户中的一个闭锥
,

在 p ( R )”上 书

定义距离d
, .
如下

N
d

, ,
( v

,

w )
:
= 艺 d

,

( v , ,

w
.
)

. ,
v

,

W 归p ( R )
“

泣= l

其中 v , ,

w
,
f P ( R )

, i = l ,

…
,

N是 v ,

w 的分量
,

则对于任意 x 右 P ( R )
” ,

c, 有 唯一

的 N维向量 v
。

存在
,

使

d
, ,

( X
, 、 r 。

) ` d
, 。

( X
,
V )

, V 、
’

C C
`

证
:

辅理 1 推广至 d , 。
仍然成立

。

再由类似定理 1的 方法
,

即可证明 v 。

的存在和 唯 一

性
。



陈振权
:

模糊最小二乘法模型

二
、

(人一 1 )模 型

设已给观测数据

x 、 == (x 、 ,

遏
、 ,

万
;
)

, , Y 、 == ( y ; ,

二
、 ,

而
、
)

: ,
1= i

, … ,

N ( 3 )

华

其中 x ;
6 P ( R )

, Y ; C J ( R )
。

现在考虑如下 P ( R ) , , ( R ) 函 数

( 入一 F:
) Y = a

+ b x , a ,

b贫R

关于 d
; ,

对数据 ( 3 ) 的最优拟合
。

以距离d `

表由数据引起的误差
,

类似普通 最 小 二 乘

法
,

这里的最优拟合便化为如下的求最小值问题 ( M l )

( M I ) 二 i n r (
a 一

b ) = 艺 d
,

(
a + b X ` ,

Y ;
)

,

a ,

b
沪八、

先说明以下使用的一些符号
:

设 x ,一 ( x ; ,

鱼
: ,

百
:
)

T ,

记 6 ( x ; )二万
; 一互

: ,

呈 =

、 人 * N

艺退 i / N
,

七= 艺 邑;

/ N
, x 二习 x i / N

,
各 ( x ) = 艺 6 ( X ;

) / N
,

其中艺 == 艺
。

对
1

于其他三角形模糊数也有类似的符号
。

求解 ( M l ) 问题
,

分b ) O和 b < O两种情形讨论
。

若 b ) O
,

由定义 1 知

d
*
( a + b X ; ,

Y :
)

’
一 〔a + b x ;一 y ; 一 (一

入 ) ( b直
;一卫

;
) 〕

,
+ 〔a + b x : 一 y : + ( l

一 入 ) ( b万
; 一万

;
) 〕

:
+ ( a + b x ; 一萝 ;

)
,

若 b < 0
,

因 a + b x ; 二 (
a + b x ; ,

一 b百
; ,

一 b互
、
)

,
故

d ;

(
a
+ b x ; , Y ;

)
’
二 〔a + b x ;一 y , + ( l 一 入 ) ( b百

; + 卫
;

) 〕
’
+ 〔 a + b x ; 一 y ; 一

( 一
入 ) ( b鱼

; + 布
;
) 〕

’
+ (

a + b x ;一 y ;
)

2

因此
,

当b》 。 ,

若 ( M ; ) 有解
,

则其解
a , ,

+b 满足方程组 ( s ,

)
:

臀= o
,

婴= o
,

即
一 r “ ’

一
-

一 下

曰
、 -

一
产 ’ J ” ’ 护 /

月 产 、 , ’ 一 ` ’ 一 丫
’

门 ~ ~
`

一~
、 一 , /

日a 一 ’
日b ”

Z、 , J
户、

( S
十

)干
3 a

士b 〔3 x + ( ` 一 ` ) ` ( X ) 〕
“ a 艺 〔3 X 、 + ( 1 一 入 ) 5 ( x ;

) 〕

/ 、 Z 、

= 3 y + ( l 一 入 ) 6 ( v )

b芝 { x : , 十 〔 x ,一 ( 1一 入 ) l
; 〕

( 4 )
1 + 〔X :

+ ( l一 入 ) 万
; 〕 2

}

= 艺 { 〔 x : 一 ( 1一 --x) 直
: 〕

奋 而
; 〕 + x , y :

}
,

当 b < O
,

若 ( M l ) 有解
,

〔y :一 ( 1一 入 )二
, 〕 + 〔 x ; + ( 1一 入 )万

; 〕 〔y : + ( l一 入 )

( 5 )

则其解
a一 --b 满足方程组 ( s 一 )

:

器
-

( S _
)
丁3 a

+ b〔3 x + ( 1 一 入 ) 各 ( x ) 〕 = 3 y + ( 1一又) 各 ( y ) _
恤 万 〔 3 X 。 + ( 1一 入 ) 6 ( X ; ) 〕 + b 艺 { x : , 十 〔 X ; + (一 入 ) 邑: 〕

器
一 。 ,

即

+ : x :

二六之
入 ) 直

: 〕
’

}

= 艺 { 〔 x 、 + ( r 一 入 )万
; 〕 〔y ; 一 (一 入 )卫

; 〕

万
; 〕 + X ; y ;

}
,

在解 ( M )I 时
,

先由数据 ( 3 ) 求出以下常数
,

记

+ 〔 x ,一 ( 1一 入 )互
:〕〔y : + ( 1一 入 )

( 6 )

Z、 尹、
B = 9 艺 ( x : 一 x ) ( y

: 一 y )
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尹、 、
产、

D =3艺 { ( y一 y )〔 6 ( x :
)一 6 ( x )〕 + ( x

一
x )〔各 ( Y .

)一 6 ( Y )〕 }
广、

G =艺 { 〔各 ( x

E =3艺 ( l
, 几 :

F == 一 3 艺 ( 乞
: 月 .

)
。一 各 ( x )〕 〔乃 ( Y 。

) 一 乙 ( Y )〕 + 2 乙 ( x
.
) 6 ( Y

:
) }

七四
,

一

卜 息 . n

T ,
== 3 艺 { x . 2 + 〔 x 。一 l 一 入 ) 互

`〕
.
+ 〔 x : + ( l一 入 ) 百

. 〕 名
} 一 艺 〔 s x :

+

`

1
矛户`、

尹、 / 、

( l 一 A ) 己( X
;

)〕 〔3 X + ( l 一 入 ) 6 ( x ) 〕

定理 2 :
设 B > O

,

令

M = { 入 f 〔o
,

1〕 : B + ( 1一 入 ) D + ( 1一 入 )
么

( G + F ) > 0 }

对 入叮M
,

令

b
, ,

= 〔B + ( l 一 入 ) D + ( l 一 入 )
2

( G + E ) 〕 / T ,

把b
, ,

代入 ( 4 ) 求出
a , + ,

则
a , , .

b
, +

是 ( M I ) 的唯一解
,

从而 ( 入一 F 一 ) 由
a , , ,

b
, ,

唯一确定
。

证
:

因B > 0
,

当 入充分大
,

入 C 〔o
,

一〕
,

总有

B + ( l 一 入 ) D + ( 1一 入 )
2
( G + F ) > o

故M不 空
,

以 3 乘 ( 5 ) 与 ( 4 ) 消去 3a
,

容易由 ( s
,

) 解得

T ,

b
: ,

~ B + ( l 一 入 ) D + ( l一 入 )
“

( G + E ) ( 7 )

类似地
,

由 ( S一 ) 可解得

T *
b

, 一 = B + ( l一 入 ) D + ( 1一 入 )
2

( G + F ) ( 8 )

故 T ,

( b
, +

一 b
, 一 ) = ( 一 入 )

:

( E 一 F )

= ( I 一 入 )
名 s 艺 ( 直

, + 万
:
) (

,
1

. + 而
一

*
) ) o

还可以证明
: T

,

> O
,

实际上
,

容易把 T ,

化为
J户 、 `

尸、

T ,
== 艺 《 〔 s ( x 一 x ) + ( 1 一 入 ) 各 ( x `

) 一 ( l 一 入 ) 6 ( x ) 〕
2
+ 2 ( z一 入 ) 全

〔直
。 ’ + 万

; ’ +
_

互
,

万
: 〕 } > o

因此
,

对任意非退化数据和 入心 〔0
,

1〕 总有 b
, ,

) b
, -

现在证明定理结论
,

由乞> 0
,

入 C M和M 的含义知 T ,
b

, 一
> 。 ,

因 T ,

> 。故 b
, _
> 。 ,

即b
, ,

) b
, 一> o

,

然而 b , _

> o
,

说明 ( s一 ) 不必考虑
,

b
, +

> o
,

说明 ( s ,

) 成 立
,

故
a , + ,

b
, ,

是 ( M I ) 的解
。

又设 C为 p ( R )
“
中的 N维模糊数向量 ( 1

,

1
,

…
,

1 )
`
= I和 ( x : ,

x : ,

…
,

x 。 )
`
二 x 所

生成的锥 毛
a l + b X

: a ,

b> 0 } (若
a , ,

为负则 c 为 《一 a l + b x , a
,

b > 0 }
,

其中 l 二 ( l ,

。
,

。 )
: ,

由 定 理 1 推论知
:

C中存在唯一的 向量使 ( Y , ,

Y : ,

…
, Y 。

)
`

到 C 的距离在该 向

量上达到最小值
,

故
a ; , ,

b
, ,

是 ( M I ) 的唯一解
。

定班 3
:

设 B ( 0
, N = { 入 右 〔 o

,

l 〕 ,
B + ( l 一 入 ) D + ( l 一 入 )

:
( G + E )

< 0 } 对 入 C N
,

令

b
,一

= 〔B + ( 1
_

一 入 ) D + ( 1 一 入 )
:

( G + F ) 〕 / T ,

把 b
, 一代入 ( 4 ) 求

a , _ ,

则
a , 一 ,

b
,一是 ( M I ) 的唯一解

,

从而模型 ( 入一 F :

) 由
a , _ , a ,一

唯一确定
。

乍
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证
:

因B < 0
,

l lm ( ” + ( 1 一 入 ) D + ( 1 一 入 )
艺

( G + E ) ) = B
,

故N 不空
,

再
又, 1一 O

由 ( 7 ) 和 N的 含义知 T ,
b

* 十

< O
,

又因T *

> O
,

故 b
: *

< 0
,

又 由定理 2 的证明 知 b
` _

`

饥
,

< O
,

然而
,

b
, +

< O 说明 ( s
、

) 不必考虑
, b , _

< O说明 ( S
_

) 成立
,

故由 ( S一 ) 解

出a , _ ,
b

, _

是 ( M l ) 的解
。

由定理 1的推论 1知
,

锥 <
a 一 b x

: a > O
,

b> O } 上有唯一的向量使 ( Y : , Y : ,

…
,

Y的
/

到此锥上距离达到最小值
,

故
a , _ ,

b
, _
就是 ( M l ) 的唯一解

。

当上述方法能确定 ( 入一F :
) 模型时

,

我们称此模型存在
。

iD a m o n d模型 (F
:
)

〔 . 〕
是

( 0 一 F :
) 模型

。

推论 1 :

( 1 ) 若 B > 0
,

D > 0
,

且 D + 2 ( G + F ) > 0 或 ( 11 ) 若 B < 0
,

n < 0
-

D + 2 ( G + B ) < 0
,

则任意 入右 〔 0
, 一〕

,

模型 ( 入一 F ,
) 存在

。

事实上
,

考虑函数 y 二 B + D x + ( G + F ) x 盆 , x 右 〔 O
,

1〕
,

在条件 ( i ) 下
,

函数 恒

正
,

而 y = B + D x + ( G + E ) X ’ , x 多 ( O 八〕
,

在条件 ( il ) 下
,

函数恒负
。

推论 2
:

若 ( 0 一 F :

) 不存在
,

仍可选取适当的 入值 (即 入 C M或 A 口N )使 ( 入一 F :

)

存在
。

例 i :

设X
: = ( r , 0

.

7 5
,

0
.

7 5 )
: ,

x : = ( 2 , x
,

一 )
: ,

x : == ( 3 , 1
,

一)
T ,

Y
,
= ( l

,

0
.

7 5 .

0
.

7 5 )
: , Y : “ ( 1

.

8 7 5
,

1
.

5
,

1
.

5 )
T ,

Y :
~ ( 3

.

2 5
,

1
.

5
,

1
.

5 )
T ,

这是
` “ 〕
中 举 出 不 能 确

定 ( O 一 F :

) 模型例子
,

这 里 按 定 理 1B == 81 / 4 ,
D = O

,
0 = 0

,
E = 171 / 8 ,

F = 一

17 x / 8
。

由此求出 入.
= 0

.

7日5
,

当 入 ) 入.
时

,

其 ( 入一 F :

) 为 Y = a ,
+ b

,
x

其中

2 0
.

2 5 + 2 1
.

3 7 5 ( 1一 入 )
:

18 + 1 5
.

3 7 5 1一 入 )
2

Y = 一 1
.

4 7 + 1
.

17X

a :

“ 2
.

0 4 1一 3 b
*

例如 入二 0
.

5则

三
、

( 大一 F :

) 模 型

考虑 P ( R ) , J ( R )函数

( 入一 F :
) Y = E+ bX

,
b 右R

,
E C J ( R )

关于d
,

对 ( 3 ) 的最优拟合
,

当 E为实数时
,

模型 ( 入一 F :
) 即 ( 久一 F :

)
。

这里仅讨 论

E为对称的三角形模糊数情形
,

即 E = ( C
,
r

,
r

,

)
: ,

最优拟合对应以下距离平方和 最小值

问题
。

( M Z ) M l n P ( E
,

b ) = 叉 d
,

( E + b x 。 ,

Y 。
)

’

E
,

b

当 b ) o
,

E + b x ;
= ( e + b x ; , r + b互

; , r +
叮

,
)

:
故

d
;

( E + b x , ,
Y :

)
名

二 〔c + b x : 一 v : 一 ( 1一 入 ) ( r + b 乞 一下
: ,

) 〕
,
+ 〔e

+ b x : 一

y : + ( z 一 入 ) ( r + b百
;一万

:
) 〕 : + (

c
+ b x ,一 y ,

)
:

( M z ) 归结为求 窦
一 。 ,

翼
一 o

,

器
一 。 ,

即 ( s , ,

)
。
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3c + b 〔 3 X + ( 1 一 入
尸、

) 6 ( X ) 〕
尹、 Z、

3 y + ( 1 一 入 ) 乃 ( Y )

Z 、 / 、 洲、 洲、

Z r ` 卫 + 万一 b (互+ 百 )

N e 〔3 x + ( l 一 入 ) 乃 (

尹、 / 、

x ) 〕 + N ( l 一 A )
. r (直 + 百 ) + b 艺

尹̀.产

l`、了
+

户

S了、

( 1 一 入 ) 直
: 〕 乞 + 〔 x ,

+ ( 1 一 入 )飞

一 ( 1 一 入 ) 卫
,〕 + 〔 x ;

+ ( 1 一元 )万

.〕
’
+ x : 2

} = 艺 《 〔 x : 一 ( 1 一 入 )
: 〕 〔v :

+ ( l 一 入 ) 万
`〕 + x : y :

}

( 9 )

( 1 0 )

〔 X , 一

互
.〕 〔v :

( 一x )

当 b ( o
,

E + Xb
:
= ( e + b x : , r 一b万

: , r 一 b互
:
)

,
故

d ,

( E + b x : , Y .
)
名 = 〔e + b x 一丫 ,一 ( 1 一 入 ) ( r 一 b万一卫

: )〕
’
+ 〔e + b x : 一

y . + ( 1 一 A ) ( x一 b互
`一万

,
) 〕 吕+ (

e
+ b x : 一 y :

)
盆

M Z ) 归结 为 求塑= 。 ,

塑= 。 ,

婴= 。 ,

即 ( s,
_

)
。

~ ` ~ ,

~ ~
/ J 一 J 一

乳 , ’ 寻 r 一 ’ 。 b 一 ’ 一 , 、 一 一 工 “

3 e + b 〔 3 x + ( l 一 入 ) 乙 (
小
X ) 〕 “ 3 y + ( 1 一 入 ) 乙 (

八
Y ( 9 )

/ 、 / 、

( S
, _

) {Z r = 朴

尹
.、

十 刀 + b( 互 + 七 )

N e 〔3 x + ( 1 一 入 ) 色 ( 一N ( 1 一 入 )
名 r (互+ 万

( 一 入 )
_

龟
: 〕 么+ 〔 x : + ( 1 一 入 )

一

U
. 〕

名
+ x : 么

} = 艺

入 ) 三
_

,〕 〔y : + ( 一
入 ) 万

: 〕 + 〔 x : + ( 1 一 入 ) 万
。 〕

n
·

〕 + x , y `
}

又设

( 12 )

) + b艺 《 〔 x 一
( 〔 x : 一 ( 1 一

〔y : 一 ( 1 一 入 )

( 1 3 )

`

、Z(X

护

Z 、 砂产 、

B
,
= 1 8艺 ( X : 一 X ) ( y , 一 y )

尸、 Z 、

D
,
二 6艺 { ( y : 一 y ) 〔己 ( X :

) 一 乃 ( x ) 〕+ ( X : 一 X

= 艺 { 2 〔乙 (X
,
) 一 6 ( X ) 〕 〔乙 ( Y ,

) 一 6 ( Y ) 〕

) 〔 乙 ( Y :
) 一 乙 ( Y ) 〕 }

一

、
一

6 ( X :
) 乙 ( Y :

) }

二 3 艺 ( ( 息
: 一 乙) ( 劝

。一 月
/ 、 -

;
、

( 息
,一 互 ) ( 月

.

尹八 、

一 n
才、

于
一

( 息
: 一 邑 ) 勺

,,
EG

、 .沪
ù`勺

一 / 、 一

( 乞
:一 七 ) ” `〕

T “ = 6艺 ( 〔 x `一 ( 一 入 ) 之
; 〕 ,

’ 一

〔 x :
( 1一 入 ) X : :

} 一 ZN

、 .了ě一七/ 、

〔 3 X :

( l 一 入 ) 乙 ( x ) 〕
,
一 3 N ( ( 1 一 入 )

忿 ( 七

= 6 艺 (〔 x : 一 x + ( 1 一 入 ) 6 ( x :
) 一 ( l 一 入 ) 6 (

尸、 子气
、 洲八、

+ 2 ( 互
,一 互 ) ( 万

、一 百 ) } + N 各 ( x )
,

/ 、

X ) 〕 .
+ 2 ( x `一 x )

.

定理 4
:

设 B ,

> 0
,

令 入弓 〔o
,

l 〕
,

且

川 ,

= { 久
: B ,

+ ( 1一 入 ) D `
+ ( l 一 入 )

:

( G ,
+ E

`

) ) 0 》 n { 入
:

B ` + ( 1 一 入 ) D
,

+ ( 1 一 入 )
.
( G , 一 E ,

) > 0 } 对 入 f , , ,

令

b
`
= 〔B

`
+ ( l 一 A ) D ,

+ ( l 一 入 )
’

( G
`
+ E ,

) 〕 / T , J
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若。 ` ,

(舍+全) 、 宜+ 令
,

把b
, ,

代入 ( 。 )
,

( : o )
,

解出 e , : .

沙
· ,

一 ( c
, : ,

: ) : ,

则 E
, , ,

b
` ,

是 ( M Z ) 的唯一解
,

从而 E
, . ,

b , ,

唯一确定 ( 入一 F Z )
。

证
.
因B ,

> 0
,

当 入充分大时
,

有 入心二
,
故 fn

,

不空
。

对 入右 〔 O
,

1 〕
,

以 6 乘

( 1 1 )
,

再由 ( 9 )
,

( 1 0 ) 消 去 3 e ,
Z r解出b

,

记 其 为 b
; , ,

容易证明

T , :
b

` _

二 B , + ( x一 入 ) D
,
+ ( 1 一 入 )

.
( G

,
+ E

,

) ( x4 )

用类似方法从 ( s, 一 ) 解出 b
,

记其为 b
,
_

,

易见

T , :
b

l ,
= B ,

+ ( 1 一 人 ) D
,
+ ( 1 一 入 )

,
( G

,

一 E ,

) ( 1 5 )

还可 以证 明 T,
:

> O
,

事实上
,

考虑实值数据 集
:

w
. , z : ,

i = l
,

2 … ,
3 N

,

其

中当 1 , 1
,

2
, … ,

N
,

W
, = y : 一 ( 1 一 入 ) 二

: ,
Z : ` x 一 ( l 一只 ) 乞

:
当 t = N + x

,

一
,

Z N
,

w
. = 萝. , z :

= x ` :
当*~ Z N + z

, … ,
3 N

,

w
: = y . + ( l 一 入 ) 布

. , z : ~

x : + ( 1 一 入 )百
l 。

显然
,

( s , .

) 的方程 ( 9 )
,

( 10 )
,

( r l ) 是上述数据 按 古典

方 法 配 函 数w = C + ur + b z 所对应的正规方程
,

其中 u是一特征变量
:

当 i二 1
,

2
,

… ,

班
, u : = 一 1 ;

当 t = N + 1
,

一
,

Z N
, u 、 = 0 :

当 i = Z N + 1
, … ,

3 N
, u : 二 1 :

故

T
, :

> 0

当孟C二 , ,

由 ( 1 4 )

0 知 b
, ,

> 0
,

b
` 一

> 0

仪

( x s ) 和二
,
的 含义 知 T , a

b
, ,

> 0
,

T
, `

b
: _

> O
,

再 由 T , :

>

然而 b
: _

> O说 明 原 设 ( s,
_

)不成立
,

b
: ,

> O说明 ( s,
,

) 成

立
,

又 因b
` + ( 且+ 百 ) 、 宜+ 令和 ( ; 。 ) 知: ·

> o
,

即 E
: +

= ( C
: , r : , r :

) ,是三角

形模糊数
,

故E
: , ,

b
` ,

是 ( M
:

) 的解
。

设 C, 是 P ( , )
H
中一锥 ( A + xb

:
b> O

,
A ~ ( E ,

.B “ ,
E丫 }

,

其中E为对 称兰角

形模糊数
,

x = ( x : X : ,

… x 。
)
夕 ,

由定理 l 的推论 l 知
,

如C, 上有向量人
.
+ b .

x使 由

( Y , ,

矶
,

…
,

Y 。
)
尹
到 c 尹

上距离达到最小
,

则它是唯一 的
,

故 E
` , ,

b
: ,

是 ( M
:
) 的唯

一解
。

定理 5
:

设 B ,

< 0
,

入口 〔 0
,

l 〕
,

并且设

N , = { 入
: . , + ( 1 一 人 ) D

,
+ ( l 一 入 )

名
( G

,

+ E
,

) < 0 } n { 入
: B , + ( l 一

入 ) D
,

+ ( x一泥)
“
( G

,
一 E ,

) < 0 } 对 入归N
, ,

令

B ,
+ ( 1 一 入 ) D ,

+ ( 1 一 人 )
名
( G

,
一 E ,

)
T , `

若 一 b

贝组E
*一 ,

证

: _

(宜+合` 宜+ 令
,

把 、 ` _

代入 ( 9 )
、

( ; 2 ) 求出 C
, r ,

记 E : _ 一 ( 。 , r
,
: ) : ,

b
, -是 ( M Z ) 的唯一解

。

:

当 入 , 1一。时 B ,

+ ( 1一 入 ) D
,
+ ( x一 入 )

名
( G , + E

,

) , B
, , B ,

+ ( z一 入 ) D
,

+ ( 1一 入 )
.

( G
,
一 E ,

) 一 B , ,

因B ,

< 0
,

及 N 产的 含 义 知 T
, ,

b
` 十

< 0
, T ,

b
* _ < o 。

< O说 明 原 设 ( +s
产

) 不 成 立
,

b
` _ < 。

(里
+
仓) 、 宜+ 令知

r > 。 ,

即E , _ 一 ( 。

( M Z ) 的解

故 N
`

不 空
,

当 入归 N
, ,

由 ( 2 4 )
,

( 2 5 )

再 由 T , ,

> 0 知 b , 十

< 0
,

b
, 一 < 0

,

但 b
, +

,

说 明 ( --s
产

) 成 立
,

又 由 ( 12 ) 和 一 b
` _

, r , r
)

T
是 三 角 形模 糊 数

,

故 E ` 一 ,
b

, _ 是
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再考虑 p ( R )
”
中的谁 { ^ 一 b x

:
^ = ( B

, … ,
E )

尹 ,
b> o }

,

由定理 l的推论 1 知
,

锥上有唯一的向量使 ( Y , ,

一
, Y ,

)
尹

到锥上距离达最 小值
,

故 E
` 一 ,

b
, _ 是 ( M Z ) 的

唯一解
,

从而模型 ( 入一 F Z

)由E
,一尹 ,

b
, 一唯一确定

。

推论 1
:

若 入 = O时 ( 0 一 F :
) 不存在

,

则仍可适当选取 。 < 入 < 1 使 ( 入一 F :
) 存

在
。

lD a m on dt
. J建立了 ( O 一 F :

) 模型
,

但他的 ( o 一 F 么
) 模型要求数据必需是紧 凑 的

( c o五e r e n t )
,

即要求满足如下条件

: 以遏
:

几
`
) 一 (里

+
奢) 〕 〔 ( 卫

. + 万
:
) 一 (宜

+ 令
这使他的定理 3 〔 “ 1有很大局限性

,

除未能排除r < O 的情况外
,

的模型
,

本文定理 4
、

5 除能建立 b
,

) -b 的 ( O 一 F :

) 模型外
,

一 F Z ) 模型
。

) 〕 > 0

这个条件只能建立 b
,

》 -b

也可 以建立 -b 》 b
,

的 ( O

例 2
:

设观测数据如表 1

Z 、 产 、

经计算得艺〔(遏
: + 了

:
) 一 ( 直+ 百 )〕

声气、 尹、 `

〔(二 : + 月 ,
) 一 ( 二 + 刀 )卜 一 5

.

5 2 9 < 0

故此数据非紧凑的
,

这里我们按定理 4

先求出

B ,
= 3 5 1 ,

D
,
= 一 4 9

.

0 5

G
,
二 2

.

7 3 ,
B

,
二 一 1 6

.

5 8

T
’ :

= 2 9一6 一 3 3 7
.

5 ( l 一 入 ) + 7 5
.

5 5

( 1 一 入 ) 2 。

易得 , `
= 〔 0

,
l 〕

,

衰 l 现洲橄一衰

x ,二 ( x : ,

左
, ,

百
:
)
: v ,二 ( y

: ,

二
, ,

布
: ) :

、刀
护、少、少、产242

…
l)的的幻

.山on
甘n.

, ,,

口石Rù且U

…
.二
00

,,曰勺--̀口一知一匕仆(s臼0(s招0(2( 2一
, 4

.

2
,

2一 )

( 1 5
,

2
.

2 5
,

2
.

2 5 )

(一5
,

1
.

5
,

2
.

2 5 )

(。
,

1
.

3 5
,

一 3 5 )

( 1 2
,

1
.

2
,

1
.

2 )

( 1 8
,

3
.

6
,

一 8 )

( 6
,

0
.

6
.

1
.

2 )

( 1 2
,

一 a
,

2
.

` )

0
.

6
,

0

1
。

2
,

O

甲

0
。

8
,

1
.

2
,

O
。

5
,

即任意水 f 〔 0
,

l 〕
,

b
, ,

> 0
,

b
, 一> 0

,

于是

b
, ,

= 〔3 5 1一 4 9
.

0 5 ( l 一几 )一 14
.

3 ( 1一 入 )
名〕/〔2日1 6 一 3 3 7

.

5 (一 入 ) + 7 5
.

5 5 ( 1一 入 ) . 〕

3 C = 9 一 0
.

0 3 7 ( l 一 入 ) 一 b
* 十

〔4 0
.

5 一 0
.

2 4 3 ( 一 入 )
. 〕

Z r = 1
.

7 3 7 一 3
.

8 8 b
, + ,

故 ( 入一 F :
) 模型为

丫 ==

( 丫 b
, ,

(里
一、

仓) ` 宜
一

、

补

E ; ,

+ b
, ,

X E
, +

= (
e , r , r )

:

特别
,

当 入 = 0 模型成立
,

Y =

( 0 一 F
:

) 为

( 4
.

5 7
,
一 3 1

,

1
.

3 1 ) : + 0
.

l o gX

四
、

结 论

本文从引入模糊数间距离的新定义出发
,

利用类似的最小二乘法
,

提出了两类拟合模

期数据的线性 回归模型
,

方法以唯一性定理
: “

在 N维模数向量空间的任一闭锥上
,

使 空

间到锥上距离最小的向量是唯一存在的
”

为依据
,

严格证明各模型的确定条件
,

计算步骤



陈振权
:

模糊最小二乘法模型

简单明确
,

便于实际应用
。

使用模型
,

应根据问题特性选择参数
,

要明确建模的出发点
,

可 以使用不同参数进行

模型对 比
,

再择合适者用之
,

避免建模之僵化
。

iD a m on d 的 ( O 一 F l ) 和 ( O 一 F Z ) 是本模型的特殊情形
,

或者说本模型是广义 的

D ia m o dn 模型
,

它的特点在于能概括多种模型
,

当数据不能确定其 ( 0 一 1F )或 ( O 一 F Z )

模型时
,

可以另选参数确定另外参数的模型
,

这是描述事物多样性的反映
。

, 本模型的建模条件较宽
,

计算模型简单明确
,

基本由B ( 或B, )的符号 判 断 建 模 途

径
,

便于实际应用
。

在对方法稍作修改后
,

可 以把模型应用范围扩大到梯形模糊数集上
,

模型 ( 入一 F Z )

是把模型 ( 入一 F I ) 的系数
a
扩展 至 J ( R ) 上

,

但若想把 ( 入一 F l ) 的 系 数 b 也扩 展 至

J ( R ) 上 是不可能的
,

因为这时的 bx 不一定是三角形模糊 数
,

从而 三 角 形模 糊 数 据

( x
: , Y :

) 无法拟合
。
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