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一种设计空间机构的代数方法
`

李德威
(农业工程来 )

摘要 本文介绍了对偶数和四元数代数
,

并指出它在空间机构和机器人设计中的! 要愈义
。

文中以空间 R CP R C五杆机构的位形计算为实例
.

推导出计算公式并算出了相应结果
.

关链词 空间机构 . 对偶数 . 四元数

空间机构的设计远比平面机构复杂
,

这是它至今应用不多的主要原因
.

在空间机构和机

器人设计中
,

由于要计算大童的空间多边形的几何关系
,

因而使设计工作变得十分困难
.

对

偶数和四元数代数可以成为解决这一困难的强有力工具
,

它能把复杂的空间几何问题转化

为代数问题予以处理
,

从而为空间机构和机器人的设计工作开出一条途径
。

l 基本理论综述

对偶数是 w
.

K
.

cu r r o r d 于一5 7 3年所提出
, F

.

M
.

n加
e n t比 r s t , ] , J

.

n e n a v 宜t [ ,〕和 A
.

T
·

aY gn [’1 等人在理论的建立和应用方面做了大盆的工作
.

其基本理论如下
:

对偶数是由一对有序实数
a
和 a0 组成

,

记为 `
.

应= a + 〔 a。
`

( 1 )

。
称为对偶数 ` 的原部

, 。 。
称为对偶数 ` 的对偶部

.

e 是对偶标记
.

定义 e
’
= 〔 ’ = … … 二 0

.

如果
a = a 。

一 O
,

则对偶数 注~ O
,

反之亦然
。

如果两个对偶数的原部和对偶部分别相等
,

则此两对偶数相等
.

两个对偶数的和为
:

五+ 6 ~ ( a + 任 a 一) + ( b + 任b 。
) ~ (

a 十 b ) + e (
a 。

+ b。
) ( 2 )

两个对偶数的积定义为它们的并乘
,

为
:

舀6 = a b+ e ( a
o b + b碑 ) ( 3 )

对偶数相除
,

规定相除的结果应使分母为实数
。

因此
,

对偶数不能除以纯对偶数
。

两个

对偶数的商为
:

占/ 6~ a
+ e . 。

/ b+ 任 b。二 。 / b + 〔 ( a
o b

一

b oa ) / b
,

( 4 )

对偶数的
n
次幕为

:
(注)

,

= a .

+ 任
n a oa ” 一 ’

( 5 )

这里
, n
为任意实数

.

把对偶数展耳为泰勒级数
,

其展开式为
:

f (应)
~ :

f ( a 十之 a . ) ~ f (
a
) + 任 a 。 ·

d f (
a
) / d a ( 6 )

w
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R
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H : 。飞次 。 。 在 18 招年延拓矢量代数概念而提出了四元数一个四元数有如下形
式

;

牛
·

d
一

十
一

杯
一

卜勿十沙 、 7)

扫匀1 一
的一

户 ,
吠铭



第 3期 李德成
:

一种设计空间机构的代数方法

这里
,

实数 d
、 a 、

b
、 。
是四元数 q的四个分量

,

且
、

注
、

胜是基一个四元数 4 由一个标

kù9)8)1)0)
·

卜((l((1量 d 和一个矢量越+ 勿+ 咚所组成
。

只有这两部分都相等
,

两个四元数才相等
.

对于 且
、

有如下定义
:

犷= 犷= 犷~ 一 1

~ k

二一 k

立飞= 且 胜! = 主

= 一丈 二胜= 一主

;舀
.

1一ì
.̀

注

四元数 之的模为
:

I。卜 d ,

+ a , + b , + 。 ,

.E S tu dy 在 1 9 0 1年提出

对偶角的概念
,

它可以方便

地用来表示空间两异面直线

的相对位置
.

如图 l
,

两单位

矢量 影 和 影 的相对位置可

用参数 alJ 和 iaj 来表示
,

alj 是

风和 jS 的公法线长度
,

iaJ 是

绕矢量 殉并按右手螺旋方

向为正向度量的角度
.

助和

。 ,
组成对偶角 成, :

久 = ia ,+ 〔 气 ( 1 2 )

另外两单位矢量 ia和
。 ;
的相对位置则用氏表示

:

氏= 0j + 任凡 ( 13 )

jS 表示偏距的长度
,

马表示 , 和 , 的夹角
。

根据泰勒公式可以导出下列结果
:

b
户

( s i n舀= s i n o+ 吞 5 e
os o

袱 C书 0= e o s o一 任 5 Si n o

Ltg o“ gt o十 〔 S女 e z

o

进一步可以导出对偶角有下列三角函数关系
:

f si n Z口+ e os
,

J = 1

叹 lS n 乙 U 二二二 乙 Sl n U C O SU

L CO S乙U = C O S` U一 S l n
.

U

并推导出空间三角形的正弦定理和余弦定理
,

其正弦定理如下
s i n吞

:

八i n 应: 、 = s i n氏S/ 文n d , :

~
: i n氏S/ 宜n舀

: :

空间三角形余弦定理则是下面四个关系式
:

{
e os 舀

: :

~
e o s瓦

l e o s 舀1:
一 s i n 饥

l s i n 舀1 2 e o s舀
1

e o s o s = e o s o
, e o s么一 e o s云: Zs in o: s in o

z

一 s i n么
: e os 氏一

s sn占, Je o : 句
,

十 e叱舀
, l s i n舀1沁、 J

l

一 。 0 5舀, : s i n舀
:
二 s i n 西

: e o s公
:

+ c o s舀,式 0 5乡声讥几

( 1 4 )

( J S )

了I G)

( 1了少

对于平面特殊情形
,

有
:

·

氏一 O+ e 助

氏~ 0J

(红= 1 2
,

2 3 ,

3 1 )

( J二 1
, 2 ,

3 )
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因此根据泰勒公式 6 ( )
,

《1 6 ) 可简化为下列结果
.

山氏a/
, .

~
s in 氏八 . : == s饭氏a/

: : ( 1 8 )

这便是熟知的平面三角形正弦定理
.

2 空间机构的设计应用

今提出设计实例
:
求由回转副 ( )R

、

移动副 ( )P 和圆柱剐 ( )C 组成的空间五杆机构
月口户抽口的位形

,

机构如图 2

所示
。

现用对俩数和四元数

代数来解决这一实例
,

其

解法过程如下
:

根 据 对 偶 角 理 论
,

有
:

舀. :

~ 口. :

+ 〔 a . :

几
,

~
o : 一+ 〔 . : -

氏
.

~ 口: 。
+ 〔 。 二

( 19 )

舀. 。
~

a 一̀ + 〔 a ; -

舀一 ~ .a
.

+ 〔 “ ` -

J
:
= 0 .

+ 〔 5 .

氏二氏+ e .s

办
.
= 0 .

+ 〔 凡 ( 2 0 )

舀
.
二 e ;

+ e 刀
;

口
。
二 .0 + e 价

式中
, d o . 、

舀: : 、
d .

汾别表

示输入件
、

输出件和机架

的对偶角
。

.0 是已知的输 圈 2

人运动
, o : 、

e : 、
0 . 、

S : 、
` . 、

B .

待求
。

其余结构参数已知
, e . 、

召: 、
B .
为不变 t

。

由于
J
性

考一 Q
. `夕

-

几= Q
. :

考
:

宫
,
二口

: ,

考
:

左
.
二 Q

,二

夕
:

考
. 二

:

Q
. s

夕
。

( 2 1 )

及有

疚: :
二 口

,舀, :

舀: 二 = 口
: 月: :

点一 ~ 口
,月z -

应 . 、
~ Q

.口, ;

d。 :
= Q

,己. ,

( 2 2 )
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. . . . . . . . . . . . . .曰 口 ` . . . . . . . . . . . . . 口 . . . . . 侧 . 肠州 . . . 二

` . . , . . 口. . . . . . . 曰

~
曰 . . . . . 阴 . . . 口 . . . ` .

- 一一
, , . . 曰 . . . . . . . ,

式中
,

仇
、

仇 是旋转因子
,

可摘出
:

仇二 cos 人+ a诚喊
。 ( 2 3 )

认 = c韶民+ 耘沈氏 ( 2 4 )

( ij ` 1 2
,

2 3
,

3 4 ,
4 5

,
5 1 )

( k = 1
,

2
,

3
,

4
,

5 )

方程组 ( 2 1 ) 自身循环代换
,

可得
: 仇、

Q
:

刃
。 :
口

: :

Q
, 。二 1 ( 2 5 )

由 ( 2 5 ) 可导出下列三个方程
:

5 15 1: 夕办“ 2C
,

+ 5 25 : , 5 05 一。 C : + 泞: S : ,

凡 S ; 。口ZC i :

+ 习: :

又
:召一̀ 5 . ,叮1口,十习: 习谬

: 。

片一,

仇氏
:

一从
: 5 5 1

C o

CI
:

C, 一仇
: C一 C声

: : 8 .。
氏

.

+ S: S , S : ,

风
: C一。一几

: 8 。: C IC : C i : 刃 ; `
一姚

, S ;。
矶仇氏 C : :

矶
:

+ C , z

氏
, C一s仇

`
一

1S :凡
:

仇 C 一s

氏
:

一 B ; :

姚
: C ; C: ,

认
s

一仇一= 0 ( 2 6 )

lB从
:

仇 : C’
。
氏

:

+ 凡凡
,

负C’
。
氏

:

+ 风1S :仇ol
: C’ `氏 : + 风场谓

“ 凡
,

伪一 召必
` , lC : 几: 一风风 :风

。
价

:

氏认 ,一凡凡 , S’ s

价
i

仇几一风凡
.

风声
` l

几吼仇
:

十风凡`凡
,

风
,

一及凡
`
负认

:

认 : 一夕杯丸
`
认氏

:

一 O ( 2 7)

风 S : ;

风
,

os
:

+ ss 凡
.

风
:
氏 + 凡价

`
从

:

氏易
:

+ 从姚从泞。风
。
一 风召

l :
从

,

lC 氏
:
一风风 ,场

。
1C 马认: 一

风 sl
:

风
:

负
:

C’
:
一 凡 S : :

凡
:

CI C 一̀ 一夕
:

风
:

凡
:

认口
: : C’

`
一 风风

: 刀一:

氏C, : aC
、
一凡凡

:

风
`
lC氏氏

:
一 召

: S , : 泞一̀

:C认口: : sC
,

= 0
.

( 2 8 )

式中
,

凡一 s in 氏
,

认二 c二民
,

凡二
s切兔

,

几 ~ cos 兔
.

分离 ( 2 6 )
,

( 2 7 )
,

( 28 ) 的原部和对偶部
,

可以得出 6 个实数方程
,

由其中的独立方

程可解出未知量 e: 、

么
、

氏
、

负 和 风
。

刀
、

贝蜡可由关系式

云: ;
= 场舀

: ,

导出的方程
:

cl C刃
:

一 sl S ZC 3C , : 一 S : S :

氏 C : z

仇 s一召:凡 C :
C : : + S : 8 : 2凡

。 S ,

+ 负凡.C
。
一 C刀

。
= 0 ( 2 9 )

解出
。

最后得出的解可有两组
,

代表了机构的两种组装的形式
。

3 一些数字结果

选取空间 刀口月刃五杆机构的结构参数如下
: 。 : :

~ 70
。 ,

处
,
二 60

. ,

如 = 60
。 ,
伪

:
= 30

“ ,
价 : =

7 0
. , 口 : 2~ 1 0咖

, a z:
= 3 0恤

, a : ` = 5 0翻
, a 一、 = 2 0哪

, 。 。一= 2 (、翻
, 公,

= 6 0
` , 泞: 二 1 5翩

,

场 =

1 0娜
。

对应于输入 e `
的不同数值

,

现算出机构空间位置的一组解如表 1
。

表 工

口。 口: 氏 氏 S : ( c m ) B ,
(筋 ) 凡 (cm )

J,.U,̀公é内é.工O口,ù,上,二

:
月.ù咋̀舟七J,一 90’ 10 6

.

一 4 5’

2 7 5
.

2 4 4
.

一 155

一 1 05

2 0 1
.

159
.

一 9 3

一 133

4 9

4 6

恤U舟DnU,
.Jd.二已.二

:
咋̀2,U月,

104’90’64’

11 7
.

1 82 一 226

0’45’90’
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4结论

对偶数和四元数代数用于空间机构和机器人设计
,

能把难以处理的空间几何问题转化

为代数间题
,

从而易于导得解答
,

因此有重要的惫义
.

它除了用于解决空间机构和机器人

的位形问题外
,

还能解决速度和受力分析等一系列问题
。
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