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摘要 本文证明了 N 阶矩阵与对角形矩阵相似的两个充要条件
,

并提供 了一种构造可 对

角化矩阵的相似变换矩阵的简易方法
.
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判别一个 N 阶矩阵是否相似于对角形 阵 A
,

文 献 (N er in g
,

1 9 8 8 ; 钱 吉林
,

19 8 8 ; 周士藩
,

198 2) 综合给出了多种方法
。

但不管哪一种方法
,

都是通过解齐次线性方程组 以
` E 一 A ) x

= O 以获得相似变换矩阵 P, 而我们知道解方程组有时是相 当烦琐的
。

本文所证得 的方法则

把判别矩阵的相似性与求特征向量融为一体 :仅利用矩阵的乘法运算
,

便可判定矩阵是否相

似于对角形阵
,

并在确知矩阵可对角化的同时
,

容易地求出对应于不同特征值的线性无关的

特征向量
,

从而构造出相似变换矩阵
,

完全无须解线性方程组
。

1 几个定理

定理 1 设 又: ,
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:
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,

其重数分别为凡
,
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,

且

艺N
` = N

,

则 A 与对角形矩阵相似的充要条件是

fl (又
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证 : 必要 性 : 若 A 相似于对角形阵 A
,
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充分性
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推论 1 若 A 为 N 阶实对称矩 阵
,

则

其中丸
,

几
,

…
,
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:

为 A 的全部相异特征值
.
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充分性 : 用反证法
。

假设 A不可对角化
,

则 因几何重 数 蕊 代数重数 (张远达
,

1 980), 必

至少存在一正整数 k
,

使得

秩 R位
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,
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,
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所 以
,
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.

定理 3 若矩阵 A = .a(
j )

, X , ,

B = b(
`j
)*

, ,

且 A B = 0
,

则 B 的每个列 向量都是齐次线

性方程组 A X = 0 的解 向量
.

据分块矩阵乘法可证得 (略 )
.
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,

则矩阵 哄一 n (̀ 万一 A少的列 向量组中有对应于凡的 N ,
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关的特征向量 。一 1
,
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,

一
, :
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的
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,
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wj 中的每 一非零 列向量都是方程组 。声一 A ) 一 o 的解 向量
,

即 凡的特征 向量
。
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又据定理 2 知
,

凡叫
二戈

,

所以
,

哄 的列 向量组 中有恰好对应于 又, 的从 个线性无关 的特

征向量
。

上述结论表 明
,

要构造可对角化矩阵 A 的相似变换矩阵 只完全可以不象传统的方法那样

解方程组 (凡E 一 A ) 一 0
.

而只须对每一特征值 又心二 1
,

2
,

…
, s
)

,

从矩 阵乘积 n (凡E 一 A )
i护 j

中直接找 出 阮个与之对应的线性无关的特征向量
,

再以这样所得的 N = 艺戈个特征向量为

列作一 N 阶矩阵即可
。

推论 3 若 N 阶可对角化矩阵 A 只有两个相异的特征值 丸(K 重 )和 又2 (N 一 K 重 )
,

则矩

阵 以
IE 一 A ) (或 以声一 A )) 的 N 一 K (或 叼个线性无关 的列 向量就是对应 凡(或 又J 的特征向

量组的最大线性无关组
。

这一推论进一步表 明
,

在可对角化矩阵 A 只有两个相异特征值的情况下
,

不仅不需要

解方程组
,

而且不需要算矩阵的乘积就可以把对应于不 同特征值的特征向量立即求出
.

2 应用实例

例 1 判别下列矩阵
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例 2 求对称矩阵 A 的相似变换矩阵
,
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