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摘要 给出 iR e s z 空 间关于下定向子空间所作商空间仍是 iR es z 空间的特征
。

同时讨论 了

R i e s z 空 I司之间的 同态关系
。
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设 E 是一 向量空间
,

E
。

是 E 的线性子空 间
,

则 E/ E
。
二 {

x = x 十 E
。

} x
任 E } 也 是 一 向

量空间
。

如果在 E 上定义一个半序 ) ( 即 ) 是 自反的
、

反对称的和传递的 )满足条件
:

(l )若
x ) y

, /

则对所有
: 〔 E 有 x 十 : ) y + 孔

( 2) 若
·

x ) y
,

则对所有
: ) O有 : x ) 即

则称 E 是一半序线性空间
,

E 中所有正元素的集合 E 、 二 毛
x
呀 E } x ) 0) 称为 E 的锥

,

若 E
+

满足 E
+

n (一 E
十

) 二 {0}
,

则称 E
、
为真锥

。

若半序线性空间 (E
,

E
+

)中的任意两个元素
x ,

y

的上确界
x v y 和下确界 x v y 均在 E 中存在

,

则称 (E
,

E
十

)为 R ies z 空间
。

当 E
。

为半

序线性空 间 (E
,

E
十

)的线性子空间时
,

商空间 E/ E
。

自然地关于锥 Q E
、

成为一半序线性 空

间 (W
o n g

,

1 9 8 0 )
,

若 ( E
,

E
+

) 还是 R i e s z 空 l’ed
,

则 (E /E
。 ,

Q E
十

) 一般不再是 R i e s z 空 间
。

但 Sch w ar (z 198 4 ) 曾断言
:
Q E

*

是真锥 当且仅 当 E
。

是一理想或 E/ E
。

是 R i es z 空 间 当且

仅 当 E 。 是一理想
。

本文举例说明这个断言是错误的
,

并给出 iR es z 空间关于下定 向子 空间

所作商空间仍是 R ie sz 空间的特征
。

同时还将讨论 R ies z 空 间之间的同态关系
。

本文总假设 (五
,

石
十

)
,

( F
,

尸 +

) 为 R i e s z 空间
,

并记
x +

= x v o
, x

一 (一
x
) V O

,

}x卜
x V ( 一 x) 分别 为 iR es z 空间 E 中元素

x 的正部
、

负部和模
。

R ies z 空间 E 中线 子空 间 oE

称 为 R ie sz 子空 间 (相应 地
,

正 理 想
、

理 想
、

下定 向的和序 凸 的 )
,

如果 x ,

y 任 oE
,

则 x v y

呀 E
。

湘应的
,

F ,
( E 。

)一 (E
。 一 E +

) n E 十 =C E
。 ,

E 。
= S ( E

。

) = U {[一
u , u

]
, u
舀 E

。

n E
+

}
、

若
x ,

夕任

E 。

则存在
: 任 E

。

使得
z ( x

且
z 簇夕和 ￡。

= F (oE ) = ( E
。

+ E 十

)门 ( E
。
一 E

十

) )
。

1 商 R ic sz 空间的特征

首先我们有如下正理想
、

理想和 R ie sz 子空间之间关系 :

引理 l 设 E
。

为 E 的线性子空间
,

则下述条件等价
:

( 1 ) E
。

为 E 的理想

(2 ) E 。

是 E 的 R i e s z 子空间且是正理想

(3 ) E
。

是下定向的且序凸

证明
: ( l) 一 (2 )” (3) 是容易的

,

往证 ( 3) ” ( 2 )
,

v x 〔 E
。 ,

由于 oE 是下定向的
,

所以
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存在 y 呀E
。

使得 y 簇 x
且 y 簇 0

,

从而 y 簇 x 八 0 或

O簇 --x 二 ( 一 x) V O = 一 (x 八 O) 簇 一 y 〔 E
。

又 E 。

是序凸的
,

所以 E
。

是正理想且有 x 一
任oE

,

从而 E
。

是 R ies z 子空间
。

L u x e m b u r g 和 Z a a n e n ( 1 9 7 1 ) 给出锥 Q E
、

中的元 素的如下特征 :

引理 2 分 〔 Q E + 当且仅当存 y 任oE 使得 x + y ) O

由定义及引理 2 立即可得到 :

引理 3 Q E 十 是真锥 当且仅当 oE 是 E中正理想
。

下述例说明 S ch w ar
z 的断言是错误的

.

例 1 存在一正理想但非理想 E
。

使得 E/ oE 是一 iR es z 空 间
。

比如
,

设 E = (R
Z ,

镬 ),

E二 一 {x(
,

, ) 呀 R Z I x ) 夕 ) 0 }
,

又设 E
。 = { (0

, x
) 1 x

e R }
,

则 E /E
。

R ies z 同构于 R
,

从而

从而是一 R ie sz 空间
,

但易知 E
。

是一个正理想而非理想
.

对于下定向子空 间 E
。 ,

我们有如下侧oE 是 R ies z 空间的特征 :

定理 1 设 E
。

是 R ies z 空间 E 中下定向线性子空间
,

则下述条件等价
:

( l ) ( E / E
。 ,

Q E
+

) 是一 R ies z 空间

( 2) 商映射 Q : E ~ E /oE 满足

Q (x v 夕) = Q ( x ) V Q (y ) V x ,

夕 e E

( 3 )Q E
+

是一真锥

(4 ) E
。

为一理想

( 5) 凡 是序 凸的

(6) E
。

为一正理想
.

~
( 7 ) E

。

为一正理想且 戈 乏 E /oE
,

交 ) 0 心= 今 l
x

! = 交

证明 : 容易验证
,

当 E
。

为线性子空间时
,

厅 (oE ) =C S ( E
。

) =C F (E
。

) =C FP (oE ) + E
。

所以 ( 6片=今 ( 5 )一 (4 )
,

由引理 3 知 (6卜= 今 (3 )
,

又 ( 7 ) , ( 6 )显然成立
,

因此我们只须证

( l ) ” ( 2 )” (7 )及 (6 ) ” ( l ) 即可
.

为此设 ( E /oE
,

Q E
+

)为一 R ies z 空 间
, x ,

夕 〔 E /E
。 ,

则

则 Q ( x) v Q ( y) 一 * v 夕存在
,

由引理 2 知 * 簇 二

伪
且 夕簇

二

芍 )
。

设 牙任 E E/
。

使得 戈簇玄且 夕簇 2
,

则由引理 2 知存在
: . , z :

任 oE 使得
: 一 x ) lz

, : 一 y ) zz,

又 E
。

是下定向的
,

所以存在
u
任 E 。

使得
u 簇 2 1且 u ( 毛

,

从 而
z 一 x ) u

且
z 一 y ) u ,

于是

z ) (
u + x

) V (u + y ) = u + x V y

所 以 牙) 丫带沙 因而 x

令
,

y 二交v 夕

即 Q (
x V 夕) = Q (

x
) V (Q (夕)

,

这就证明 T ( l ) ” ( 2 )
至于 (2 )冷 (7 )

,

只 ;彭证 又) o 。 一全卜 *
,

为此
,

由 ( 2 ) 知

、 一 Q (x )一 Q (
x
) 、 (一 Q (

x
) )一 Q (

二 v (一 二 ) ) 一 Q (一二 一)一言
一

(6 ) ” ( l)
:
设

x 呀 E
,

则 由引理 2 知

又 簇分 且 6 簇分

另一方面
,

假设在 E/ E 。

中有 又 簇夕且 6 ( 乡取
x ,
呀 又

,

y 、 呀乡i( 一 1
.

2) 使得 x l簇 yl

且 0 蕊儿
,

则
x = x : + (

x 一 x l
) 簇夕

, v 夕2+ (
x 一 x l

)
十

= 夕: + (y
2一夕 1

)
十 + (

x 一 x l
)

+

呀 夕, + E
。
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又

所以

于是

0( 夕: V夕2 + (x 一 x l
)

+

x +
( 夕. + (夕

2一 夕 !
)

+ + (
x 一 x .

)
+

分 毛夕
l = 少

所以 ( 交 )+ = 分
,

从而可知 侧E
。

是一 iR es z 空间
.

注 :
若线性子空间 E 。

不是下定向的
,

因而也不是理想
,

E/ oE 也有可能是 R ies z 空间

例 2 设 石一 ( R , ,

簇 )
,

E
+

= {(
x ,

夕) 任R Z } x ) 0
,

, ) o }

又设 E
。

= {(
x ,
一 x

) 呀R Z l x
任 R }

,

则 E /E
。

R ies z 同构于 R
,

因而是 一 R i e s z 空 间
,

但容

易看出 E
。

不是下定向的
,

因而也不是理想
。

2 R i e s z 空 I’de 的同态

iR es z 空间 E 和 F 之间的算子 :T E ~ F 称为 R ies z 同态
,

如果 (T
x V y) = (T x) V (T 力

,
x

,

y

〔 E
。

如果 T 还是 1一 l 的
,

则称 T 为 R i es z
同构

。

如果存 在 E 到 F 的满 R i es z
同构

,

则

称 E 与 F R ies z 同构
。

本节首先给 出满 R i es z
同态的分解定理

,

然后作为推论得出 R i es z

同态的基本定理
。

定理 2 设 E
、

F 是 R ie sz 空间
,

T 是 E 到 F 的满 R ies z 同态
,

A 是 E 的理想
,

若

A =C K e r T =
{
、 任 E } T (

x ) = 0 }

则存在 唯一的满 R ies z
同态 T’ :

E/ A ~ F
,

使得

T = T
` o

Q

其中 :Q E 一 E/ A 是典型商 映射
。

并且
,

T’ 是 iR es z 同构 当且仅 当 A 二 K er T

证明 令 T’ : E/ A ~ :F T ,(交 ) = (T x)
,

易知 T’ 有定义且是满的
。

对任意的 交
,

乡 任E/ A
,

由定理 1 知

T
`

( x 丫 夕) = T
’

(Q (
x
) v Q (夕) = T

’

(Q (
x v 夕))

= T
`

(
x

布 )
7

) = T (
x v 夕) = T (

x
) v T (夕)

= T
’

(戈) v T
’

( 乡)

所以
,

T
’

是一 R i e s z 同态
。

又 由于 Q :E 一 E/ A 是典型同态
,

所以 T气 Q 是 E 到 F 的满同态
,

且

T
` 。

Q (
x
) = T

’

(交) = T (
x
) v x

赶 E

因此 T
` 。

Q = T

若存在 E /A 到 F 的满同态 S
’ ,

使得

s
` O

Q = T

则 s
’

( 交 ) = s
’ O

Q (x )二 T (
x
) = T

`

( 交) v x 份 E /A

所以 S’ = T
* ,

这就是证明了 *T 是唯一的
。

如果 注 = K e

汀 且 T
’

(又 ) = T
’

(夕)
,

则 T (x
) = T ( , )或者 T (

x 一 夕) = 0
,

从而 x 一 y 任 K e
rT = A

,

于是 又 = 夕
,

即 T’ 是 1一 1 的
,

因此 T’ 是 E /A 到 F 的 R i es z

同构
。

反之
,

若 T
’

为 E /A 到 F 的 R ies z 同构
,

则 v x 〔 eK
r T

,

有 T
’

( 交) = T (x ) = o
,

从而

父任 K er T’ = { 6 } 于是 交 = 6或 、 任 A

所以 K er T C A
,

结合题设 A C K e
rT 知
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A= K e rT

由定理 2可得

定理 3 (R e izs 同态基本定理 )设 E 是一 R is ez 空 间
,

则 E 的任一商空间 E/ A (其中 A

是 E 的理想 )都是 E 的 R i es z
同态象 ;反之

,

若 F 是 E 的某一同态象 :F = T (助
,

则 F R i es z

同构于 E瓜
e r T

。

下面给出定理 3 的应用

定理 4 设 A
、

B 是 R ies z 空间E 的理想
,

则 A n B 及 A + B 都是 E 的理想且

(A + B ) / B R ies z 同构于 A /A门 B

证明 易知 A n B 是 E 的理想
,

设

} x } 簇 } y }且 y 任 A + B
,

则

存在
a

e A
,

b 任B
,

使得 y = a + b 令
a l = l

x V (一 } a })】八 } a } 且 b . = x 一 a l

则 }
a . }簇 } a ! 且

b , = x 一 【x V (一 } a }) ]八 } a }

= [
o 八 (x + } a })』 V (x 一 } a })

另一方面
,

由 } x }引 y 卜 } a + b }引
“
卜 } b } 知

x + } a } ) 一 } b }

x 一 } a }簇 } b }

于是 一 } b l簇 O 八 (一 } b }) 簇 0 八 (x + } a })

簇 b : 簇O V ( x 一 }
a }) 簇 } b }

即

} b ! }( } b }

由于 a
奋 A

,

b 任 B 且 A
、

B 均是 E 的理 想
,

所 以 a l
任 A

,

b , 〔 B
,

即 x = a , 十 b l 〔

A + B
,

所 以
,

A 十 B 也是 E 的理想
。

易知 B 是 A 十 B 的理想
,

A n B 是 A 的理想
,

从而 (A 十 )B B/ 及 A 门 B 均是 R i es z 空 间
,

对任意的 a
任A

,

有 “ + B 呀 (A + B )闷
,

且
“ + B 由 a 唯一确定

,

令 :T A 一 (A 十 B )B/ :(T a)

二 a + B
,

则 T 是 A 到 ( A + B ) B/ 的映射
,

由于 (A + B ) B/ 的每一元都具有
a + B 的形式

,

所 以

T 是 A 到 (A + B ) /B 的满射
,

易见 T 是 A 到 (A + )B B/ 的满 iR es z 同态
.

而且 K er T = A n B,

事实上对任意的
a
呀 A门 B 有 T (

a
) = a + B = B

.

所 以 a
呀 K e r T 从而 通门刀 =C K

e r T
,

另

一方 面
,

对任意 的
a
呀 K

e r T
,

T (
a
) = a + B = B

,

从 而有
a
任 A 门B 所 以 K

e

rT =C A门 B

于是 有 K
e r T = A 门B

由 R ies z 同态基本定理得

A /A 门 B 与 ( A + B ) /B R i e s z 同构
。
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