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摘要 介绍了一类随机模型
,

给出了其特殊情形下解的表示
.

考虑随机影响
,

讨论 了群体

增长的随机微分方程模 型
.
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关于客观世界的数学描述 (模型 )是数学应用研究的一个重要领域
.

由于客观世界 的复

杂性及随机偶然性
,

为了更好地反映客观世界的本质
,

我们对随机性必须予以足够的重视
.

因此
,

包括随机影 响的随机模型的研究便显得非常重要
.

以往
,

生物数学 中的随机模型 大都

是概率的 K o lr O0 g o m v
方程

,

此类模型要求状态变量具有 M a kr o v
性质 (杨纪坷等

,

19 79)
.

本

文中
.

我们给出一类新的随机模型— 随机微分方程模型
.

像微分方程模型 一样
,

方程 是

关于状态变量本身的
.

随机微分方程

自 194 2 年 K
·

iot 提出了 iot 方程后
,

随机微分方程 的研究才逐渐 开展起来
.

简单地

说
,

随机微分方程是微分方程的随机化
,

是包含随机影响的微分方程
.

我们知道

d x ( r ) = a ( t
,

x ( r ) ) d r … … ( 1
.

1 )

表示时刻 t 的变化率 d x( t)/ dt 可以用 t 和位置 城O 的函数 a( t
,

x( )t 徕刻划
.

如果每时刻都

有随机波动
,

我们把随机因素取做 B or wn 运动 (W ien er 过程 ) (B t, 。 )的微分 d (B t
,

。 )
,

由于 dB
(t

,

叻是 (t
,
t + △O 内的标准 随机影响

,

用时间 t和位置 戏 t
,

。 ) 的函数创 t
,

x( ))t 把它放 大 (缩小 )

当作随机影响
,

则上式 ( 1
.

1) 变成 :

d X ( r
,

。 ) = a ( t
, x

( r
,

o, ) )d t + 占( r
,
x ( t

,

。 ) ) d B ( t
,

。 ) … … ( 1
.

2 )

方 程 ( 1
.

2) 是方 程 ( 1
.

1) 的 随机化
.

( L 2) 便是 一个 随机微分方 程
.

100 5 年 爱 因斯 坦

(E isn et in )研究布朗运动时
,

提 出悬浮于液休中花粉的运动方程
:

m d y
/d t = 一 2笼 r 拜V + N ( t

,

田 ) … … ( 1
.

3 )

其中 拜为粘滞 系数
, r 为花粉半径

.

( 1
.

3) 可理解为
:

(花粉的受力 ) = (液体的阻力 ) + (液体分子的随机冲击力 )
、

, 、
, ,

_

、 , .

N ( 5
.

。 、
,
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( 1
.

3 )可写成 :

d y ( t
,

。 ) = 一二 v
( r

,

w ) d r + d w ( t
,

。 ) ( 1
.

4 )

l(
.

4) 称为 iE sn et in 一 la n
ge vi n 方程

,

它是至今所见的最早的随机微分方程
.

2 随机微分方程的解

考虑方程 ( 1
.

2) 的一种简单 (线性 )情形 :

d X ( r ) = [
a
( r ) + 声( r ) x ( t ) ] d r + [

r
( t ) + 占( r ) x ( t ) ]d w ( r )

方程 (2
.

1) 存在满足初始条件 x ( t o) = X
。
的唯一解

,

且可表示为 ( W u
,

1 9 8 5) :

x ( t ) = 交( r )乙( t )

其 中 :

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

* (: ) 一 。 x p {I :
.

r , (: )一 令
。 ,

( , )一d : + 丁:
.

。 (
:
) d w (: ) }

`

` (t ) = x (`
。
) + 丁:

.

又
一 ’

( s ) [
:
(
s
) 一

r
( s ) j (

s
) ]d

s + 丁:
.

文
一 ’

( s )
r
(
s
) d w (

s
)

一 > 如果方程 ( 2
.

1) 是齐次的
,

即 :

d x ( r ) = 刀( r ) x ( t ) d r + 占( r )
x
( t ) d w ( t ) … … ( 2

.

3 )

则
_

_ _
_ , ` _

1

交( t ) = e x p { J:
.

[刀(
s
) 一 资 占

2

(
s
) ]d

s + 丁:
。

占(
s
) d w (

s
) }

C(t ) = x ( `
。
) + 丁;

.

又
一 ’

(
s
)

·

0
·

d s + 丁1
.

文
一 ’

(
s
)

·

o
·

d w (
s ) = x ( :

。
)

从而 x ( r ) = 交 ( t )心( t ) = x ( t 。 )乙( r ) … … ( 2
.

4 )

I > 假设 x ( r 。 ) 二 0 (
a , s

) 则 x ( r ) = 0 (
a , s

)

n > 假设 x ’
(O

、 x Z
( t) 是方程 (2

.

3) 的两个解
,

则对于任意的

e 1’
,

cz’
,

e
,

x
’
( r

。

) + e Z x ,
( t o )有 :

x ( r ) = c , x ’
( t ) + c Z x ’

( r ) 是方程 (2
.

3 )满足初始条件
c , x ’

( r 。 ) + e Zx Z ( t )的解
.

二 > 对于方程 ( 2
.

1) 的特殊情形 :

, d ’ ( t )一
“ ` ( t ) d t + ` d w ( t )

`
x ( t。 ) = c

( 2
.

5 )

其解可以写成如下形式
:

x ( : ) = e e 一 “ 一 ’ 。 , + 。
I;

. e “ ` 一 `
, d w (

s
) … … ( 2

·

6 )

并且此解过程 ( 2
.

6 ) 是 G a u s s i a n 过程
,

这是我们通常所说的 o rn s t e i n — U h l e n b e ck

过程
.

由此 可 以得 到 iE sn t ie n 一 fa n g ve in 方程 ( 1
.

4) 的满足 初始条件 的解过程
.

对于 方程

( 1
.

2) 的非线性形式
,

我们可以将之线性化处理
,

转化成对 ( 2
.

1) 的讨论
.

随着随机积分理论的发展
,

随机微分方程的研究已拓展到关于一般半鞍的情形
,

对其解

的存在性
、

唯一性
、

稳定性及爆炸性等问题有深人的结论 (郭子君
,

199 1;W
u

,

19 85)
。

与微分方

程一样
,

多指标 (参数 )的随机微分方程 (如平面上的随机微分方程 )也 已得到方泛 的关注与

研究
。
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3 群体增长模型

本部分
,

我们 以群体的增长 (沈毓毅等
,

1987 ;杨纪坷等
,

19 79) 为例
,

讨论其随机微分方

程模型
。

先看其确定性模型 :

{ d叮
` ) = (又一

u
) x ( t ) d t

x ( 0 ) x o > 0
( 3

.

1 )

其满足初始条件的解 为
:

x
( t ) = x o e x P [ (又一

u
) t l … … ( 3

.

2 )

此模型告诉我们
,

只要初值 X0 相同
,

则在一个给定时刻 t > O
,

群体的数量总是 相同的
,

从而得出了在初始条件不变时
,

到时刻 t时群体含量永远相同的结果
,

这一结论与 实际情况

并不相符
,

因为它忽视了影 响群体增长的大量的随机性或偶然性因素
.

考虑随机影响
,

我们给出一个简单的群体增长的随机微分方程模型
:

:

(又一
u
)

x
( t ) d r + b d w ( t )

x o > 0
( 3

.

3 )
=)一一x(t(0)

`

dX

其 中 w ( t )是 W i e n e r
过程

。

由式 ( 2
.

5 )及 ( 2
.

6 )知
,

( 3
.

3 )有唯一解
:

x ( t ) = x ( o ) e `’ 一 “
’ ` + b丁丢

e ` ’ 一 “
’ “ 一 `

’ d w (
s
)

根据方程 ( 3
.

3)
,

讨论群体数量的均值与方差 (蔡尚峰
,

19 87)
.

( 3
.

4 )

记 :

显 然

m
二

( t ) = E {x ( t ) }
,

R
二

( t ) = v a r { x ( t ) }

m
,

( t ) = E {w ( t ) } = o

R
二

( 0 ) = v a r

{

R
,

( t ) = v a r

{

x ( 0 )

w ( t )

} = 0

} = t

由 ( 3
.

3 )知 :

{斋(m
·

` r ,

)
-

、 “
二

( 0 ) = E x ( 0 )

(又一
u
)m

二

( r ) + b。 ,

( t )

( 3
.

5 )

= X o

( 3
.

5) 是一个微分方程
,

解之得 :

沉式r ) = x o e (之一
“

) ,

… … ( 3
.

6 )

因此
,

平均的或期望 的群体含量 ( 3
.

6) 与确定性模型得出的群体含量 ( 3
.

2) 有相 同的值
。

从这点来说
,

( 3
.

1) 描述群体数量的平均值
,

( .3 3) 更考虑了随机因素的影 响
.

根据 ( 3
.

3)
,

有 :

R
二

( r ) = 。 ,
( r

,

0 ) R
二

( o ) + 丁息d
T I

丁毛。 ( t
, : ,

) b
·

R
,

(
T Z

) b 。 ( r
, : 2

) d
T Z … … ( 3

·

7 )

其中侧 t
,

t 。 ) 满足微分方程

d / _ ,

八

{丁俨
气̀

’
r 。

))
一 L` 一 “ ’ 叭

` ’ ` 。 ,

L中 ( r。
,

t 。 ) = l

( 3
.

8 )
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由 ( 3
.

8 )可得

中( t
,
t 。 ) = e ( 之一

“
) (` 一 ` .

)

将 ( 3
.

9 )代人 ( 3
.

7 ) 得
:

( 3
.

9 )

尺
二

( : ) = 吞’ e ’ “ ` 一 “
’
了息

e 一 `’ 一
“
”

,

d T , ·

丁毛
e 一 `’ 一 “ ” : T Z

d T Z

b 2

(又一 u )
2

· e , ·“ 一 ,
·

(
e `一

, , ! 一 l ) ( : 。 `一
,”` + 下

牛
· 。 (一 ` )

!

一 下2 , )
二

( 3
.

1 0 )
人 — “

在 ( .3 3) 中
,

随机影响由 W ie n er 过程生成
.

类似地我们可以讨论关于一般半鞍的随机微

分方程模型 (W U
,

19 8 ;5 郭子君
,

1 99 1)
.

4 结语

为简便起见
,

我们考虑了随机模型 :

了d ` ( ` ) 一 (又一
“
)
`
(亡) d ` + b d ` ( ` )

Lx( 0 ) = x 。 > o

根据随机分析的理论与方法
,

我们给出了解过程 ( 3
.

4) 以及均值 ( 3
.

6) 和方差 ( 3
.

10 )等 统

计特性
,

这些都是应用数学工作者所面对的基本问题
.

如果 W ()t 不是 iW~ 过程
,

而是非零均值过程
,

我们亦可讨论该随机模型的解与统计

特征
,

此时结论 ( 3
.

6) 不一定成立
.

如果 b 为零
,

则随机系统退化成确定性系统
.

从而可以认为微分方程模型是随机微分方

程模型的特殊情况
.
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