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摘要　　研究右序对偶半序线性空间中两个不同的 Mackey邻域的对偶 ,给出一类对偶定理的

一般形式 ,削弱了关于序凸与可分解 ,绝对序凸与绝对控及正序凸与正控的对偶定理的某些条

件并简化了其证明 .
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设 (E , E+ )为一半序线性空间 , E中子集 V称为序凸 (相应地 ,可分解 ,绝对序凸 ,绝对

控 ,正序凸 ,正控 ) ,如果 F ( V ) V (相应地 , V D ( V ) , S ( V ) V , V S (V ) , FP (V ) V , V

 DP (V ) ) ,其中集映射 F , D , S, FP , DP分别定义如下:

F (V )= ( V+ E+ )∩ (V- E+ ) ,

D (V )= { x∈ V: x= λx 1- ( 1-λ) x2 ,λ∈ [0, 1 ] ,x 1 , x2∈ E+ } ,

S (V )= { [- u ,u ]: u∈ E+ } ,

FP ( V )= (V- E+ )∩ E+ ,

DP ( V )= V∩ E+ - E+ .

并且 ,我们还定义

B (V )= { [- u ,w ]: u , w∈ V∩ E+ }

Ng ( 1971) , Ng等 ( 1973) , Wong ( 1976)及林金桢 ( 1983)所给出的对偶定理仅仅描述一个

Mackey邻域的对偶关系 .林金桢 ( 1989)研究了半序局部凸空间 E中两个不同的 f( E , E′)

- 邻域的对偶 .本文将研究右序对偶半序线性空间 ( E , E+ )和 (F , F+ )中两个不同的 f( E ,

F ) -邻域的对偶 ,并得出一类对偶定理的统一形式 .我们的证明仅基于双集定理 ,从而显得

简单 . 而且 ,作为推论 ,在较弱的条件下得到 Wong ( 1976; 1994)中的某些结果 .

本文使用 Wong ( 1976; 1994)中的符号 ,并总假设 ( E , E+ )和 ( F, F+ )是构成右序对偶的

半序线性空间 . 对 E中的子集 A, A-表示 A的弱闭包 ,而对 E中的吸收集 A,记

A1= { x∈ E: PA (x ) ) < 1} & Ac= { x∈ E: PA (x )≤ 1} ,

其中 PA是 A的度规 .

1　引理及对偶定理

在给出对偶定理之前 ,我们需要如下结果 .

　　引理 1　 ( Wong , 197 6)设W和 V是半序线性空间 ( E , E+ )的子集 ,下列断言成立
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　　 ( 1)集映射 F ,D , S , FP , DP在集包含意义下是递增的 ,即 ,若 V W ,则 L ( V ) L (W ) ,

其中 L表示集映射 F ,D , S , FP ,DP之一 .

( 2)若 V是对称的 ,则

　　B (V )= F (D (V ) )= { - ( V∩ E+ )+ E+ }∩ DP (V ) .

( 3)若 V是对称凸的 ,则

　　D (V ) D ( F (V ) ) S (V ) B (V ) F ( V ) .

设 < L , L′> 表示偶对 < F ,D> , < D, F> , < S , S> 和 <DP , FP> 之一 ,则我们有如下

称之为上对偶定理的结果 .

定理 A(Wong , 1994)设 E , E+ )和 (F , F+ )是构成右序对偶的半序线性空间 . V是 E中

零点圆凸f(E , F ) -邻域 ,则

　　L′(V°)= (L (V ) )°,

此时 , < L , L′> 称为上偶对 .

引理 2　设 ( E , E+ )和 ( F, F+ )是构成右序对偶的半序线性空间 . V是 E中零点圆凸f

(E , F ) -邻域 , U是 E中的子集 ,具有性质 ( A):对任何 x∈ U,存在λ> 1,使λx∈ U. 则

( 1) VC= V- .

( 2)若 U V
- ,则 U V1 V .

特别 ,若 U也是 E中零点圆凸 f( E ,F ) -邻域 ,则 U1 ,F (U1 ) , D (U1 ) , S (U1 ) ,FP (U1 )和 DP

(U1 )均具有性质 ( A) . 从而若它们之一包含于 V
- ,则必包含于 V1 .

定理 1　设 ( E , E+ )和 (F , F+ )是构成右序对偶的半序线性空间 ,U和 V是 E中零点圆

凸f( E ,F ) - 邻域 ,若 <L , L′> 为一上偶对 ,如下断言成立 .

Ⅰ 　 ( 1)L′(V°) U°; ( 2)UC L (VC ) ; ( 3)UC L (V ) ; ( 4)U1 L ( V1 ) ,则 ( 4) ( 1)

 ( 2) ( 3) . 若 L ( V1 )还是 E中零点f( E, F ) -邻域 ,则 ( 1) ( 4) .

Ⅱ　 ( 1)L′(V°) U°; ( 2)UC L (VC ) ; ( 3)UC L (V ) ; ( 4)U1 L ( V1 ) ,则 ( 4) ( 1)

 ( 2) ( 3) . 若 L (V 1 )还具有性质 ( A ) ,则 ( 1) ( 4) .

Ⅲ　 ( 1)L′(V°)= U°; ( 2)UC= L (VC ) ; ( 3)UC= L (V ) ; ( 4)U1= L ( V1 ) ,则 ( 4) ( 1)

 ( 2) ( 3) . 若 L ( V1 )还是 E中零点f( E, F ) -邻域 ,则 ( 1) ( 4) .

　证明　Ⅰ　设 ( 2) , ( 3)或 ( 4)成立 ,则

(L (VC ) )° UC°, ( L ( V ) )° UC°或 ( L ( V1 ) )° U1°.

由于 UC°= U1°= U°,且 (L (VC ) )°= (L (V1 ) )°= ( L (V ) )°= L′(V°) ,从而 L′(V°) U°. 这

就证明了 ( 2) , ( 3)或 ( 4)可推出 ( 1) .

反过来 ,设 ( 1)成立 ,则由双集引理得

UC= U°° ( L′(V°) )°= L ( VC ) )°°= L (VC )=

( L ( V ) )°°= L (V )=

( L ( V1 ) )°°= L ( V1 ) ,

从而 , ( 1) ( 2) ( 3)成立 ,而且 , U1 UC L (V1 ) ,若L ( V1 )是 E中零点 f( E , F ) - 邻域 ,则

由引理 2知 ,U1 L (V1 ) ,这就证明了 ( 1) ( 4) .

Ⅱ　同理可证 . 而Ⅲ可由Ⅰ 和Ⅱ得到 .
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2　推论及注

许多已知结果在较弱条件下可由定理 1推出 ,为简便计 ,我们省略其证明 .

推论 1(林金桢 , 1983)　设 ( E , E+ )和 (F , F+ )是构成右序对偶的半序线空间 . V是 E中

零点圆凸f(E , F ) -邻域 ,如下断言成立 .

( 1) V°= D ( V°) V1= F (V1 ) VC= F (VC ) VC= F (VC )

( 2) V°= F (V°) VC= D ( VC ) VC= D (V ) ,若 D ( V1 )是 E中零点开f( E, F ) -邻域 ,则

V°= F ( V°) V1= D (V1 ) .

推论 2　设 ( E , E+ )和 (F , F+ )是构成右序对偶的半序线空间 . V是 E中零点圆凸f(E ,

F ) -邻域 ,如下断言成立 .

( 1) V° S (V°) V1 S( V1 ) VC S( VC ) VC S( V ) ,

( 2) V° S (V°) VC S (VC ) VC S (V ) ,若 S ( V1 )是 E中零点开 f( E , F ) - 邻域 ,则

V° S( V°) V 1= S (V 1 ) .

( 3)若 S( V1 )是 E中零点开f( E, F ) -邻域 ,则 V°= S (V°) V1= S( V1 ) .

注 1.　若 V是圆凸的 ,则由引理 1知 ,D ( V ) S (V ) ,所以 ,若 D (V )是 E中零点f( E ,

F ) -邻域 ,则 S (V )也是 ,但反之不然 . 因而推论 2中的假设比 Ng等 ( 1973)和 Wong ( 1976,

定理 1. 1. 10)中的弱 .

推论 3　设 ( E , E+ )和 (F , F+ )是构成右序对偶的半序线空间 . V是 E中零点圆凸f(E ,

F ) -邻域 ,如下断言成立 .

( 1) V°正控 V1正序凸 VC正序凸 .

( 2)若 DP (V )是零点f( E ,F ) -邻域 ,则 V°正序凸 V1正控 .

注 2　若 V是圆凸的 ,则由引理 1知 , D (V1 ) D (V ) B (V ) DP (V ) ,所以 ,若 D (V 1 )

是 E中零点 f( E , F ) -邻域 ,则 DP (V )也是 ,但反之不然 ,因而推论 3中的假设比 Wong

( 1976)中的弱 .

Wong ( 1976)在是 E中零点 f(E , F ) -邻域的条件下证明了如下结果 ,我们将证明没有

该条件也成立 .

推论 4　设 ( E , E+ )和 (F , F+ )是构成右序对偶的半序线空间 . V是 E中零点圆凸f(E ,

F ) -邻域 ,则

(D (F ( V ) ) )°= F ( S (V°) ) .

证明　由引理 1及定理 A知

　　S (V°)= S( V )° (D ( F (V ) ) )°= F( (F ( V ) )°) ,

因而 ,F ( S (V°) ) F ( ( F (V ) )°) . 另一方面 ,由引理 1及定理 A知

　　S (V°)= S( V ) )° ( F (V ) )°,

因而 ,F ( S (V°) F (F ( V )°) ,所以 ,

　　F ( S (V )°)= F (F ( V )°)= (D (F ( V ) ) )°,证毕 .
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DUALITY THEOREMS IN ORDERED VECTOR SPACES

Wang Shian　 Yu Caiyu

( Co llege o f Science , South China Ag r. Univ . , Guang zhou, 510642)

Abstract

Let ( E , E+ ) a nd ( F, F+ ) be partially o rdered vecto r spaces which fo rm an o rdered duality

on the righ t, the duality o f tw o dif ferentτ( E , F )- neighborhood o f 0 w as studied, w hereτ

( E, F ) deno tes the M ackey topolog y on E. A general fo rm of a class of duali ty theo rems

w as yielded. As co rollaries some resul ts w ere obtained on duali ties of order- convex and

decomposable, absolutely o rder- convex and abso lutely dominated, and posi tiv ely order-

convex and po si tiv ely domina ted, but our assumptions w ere w eaker and our proofs w ere

more simple.

Key words　 o rdered duali ty on the right; duali ty theo rems; ci rcled convexτ( E , F )- neigh-

borhood
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