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摘要　推广了数域上的矩阵中心化子理论 ,得到了实四元数体矩阵上的中心化子理论.
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　　近十几年来 ,四元数体上的矩阵理论在我国获得了众多学者的关注 ,并得到一批较好的结

果(谢邦杰 ,1982).自然而然人们都想将现有的数域上矩阵理论推广到四元数体上 ,数域方阵

的中心化子理论是一个完美的结论(李乔 ,1988),本文将此结论推广到四元数体上 ,给出了四

元数体矩阵的中心化子的刻化.

设 R是实数域 , HR=R⊕Rj⊕R j⊕Rk 实四元数体 ,其中 ij=-ji=k , I2=J2=-1 ,复数域

C=R⊕R i ,为 HR的极大子域 , HR表示 HR上 n ×n 矩阵的集合.设 A ∈H
n×n
R , A c表示A 的

复表示矩阵 ,其定义及性质详见黄礼平(1994).

定义　设 A ∈Hn ×n
R ,所有与 A 乘法可交换的 H

n×n
R 上方阵 X的全体构成的集合称为 A

的中心化子 ,记为 C(A)即　C(A)={X AX=XA , X∈H
n×n
R }.

1　引理
　　以下设 Jm(λ)为对应于 λ的 m 阶 Jo rdan块

λ　1

　　λ　1

　　　.　.

　　　　.　.

　　　　　.　1

　　　　　　　λA T m×m

　　显然 Jm(λ)=λIm+Hm , 其中 Im 为m 阶单位阵 , Hm 形如

0　1

　　0　1

　　　.　.

　　　　.　.1

　　　　　　.pu 0 m×m

　　引理 1　设 A∈Hn×n
R 则 A相似于唯一一个 Jordan形矩阵 J ,即 A ～ J =Jn

1
(λ1)⊕Jn

2
(λ2)⊕

…⊕Jn
k
(λk),其中:λs=αs+bsi ∈C　　αs ∈R ,bs≥0 , s=1 , …… K为 Ac的特征值(通常意义下).
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　　证明　由黄礼平(1994)之定理 1知 , 只须证明 λs 为A c的特征值.由复表示矩阵的性质

见(黄礼平 ,1994),从 A ～ J 可得到Ac ～ Jc=[ Jn
1
(λ1)] c⊕…⊕[ Jn

k
(λk)] c=Jn

1
(λ1)⊕Jn

1
(λ1)

⊕…⊕Jn
k
(λk)⊕Jn

k
(λk)

故 , λ1 , λ1……λk , λk为Ac 的所有可能的特征值 ,从而定理得证.

　　引理 2　设 A , B , D ∈Hn×n
R 下列等价:(i)四元数矩阵方程 AX-XB=D 有唯一解;(ii)复

数矩阵方程 AcX-XBc=Dc有唯一解;(iii)Ac , Bc , 没有公共的特征值.

　　证明　(i),(ii)的等价性可仿 Huang(1998)中定理 6的证明 ,这里略去 ,(i),(iii)的等价

性即为著名的 Roth定理(黄礼平 , 1994).

2　主要结论

设 A ∈H
n×n
R ,JA 为 A的若当标准型 ,即有可逆矩阵 S 使得 ,

　　S -1AS=JA =(λ1 IP
1
+HP

1
)⊕……(λμIP

u
+Hpu)其中 p1+p2 …pu=n , λi 为 Ac 的虚数

部大于零的特征值(引理 1).

取 X∈ C(A),则 AX=XA <=>SJAS
-1

X=XSJAS
-1 <=>JA(S

-1
XS)=(S-1 XS)

JA ,

记 Y =S-1 XS ,因此只须讨论方程　　JAY =YJA.　

　　将矩阵 Y 按JA 的分法分块:

Y =

Y 11　　..　Y 1u

　.　　..　　.

Yu -11　..　Y u-1u

Yu 1　　..　　Yuul

,

其中 Y ij是P i×P j矩阵 , i , j=1.2..., u ,则方程 JAY =YJA 等价于 u
2
个方程(λiIp

i
+Hp

i
)Y i j

=Y ij(λjIp
j
+Hp

j
), i , j=1 ,2 , ...., u .

当 λi≠λj 时 ,(λiIp
i
+Hp

i
)c与(λjIp

j
+Hp

j
)c的特征值分别为λi , λi 与λj , λj由于λi , λj 的虚

数部均大于零 ,这样 , λi≠λj , λi≠λj ,故(λiIp
i
+Hp

i
)c 与(λjIp

j
+Hp

j
)c 的特征值不同 ,这样由

引理 2即知 Y ij=0.

　　当 λi=λj 时 ,方程成为　　Hp
i
Y ij=Y ijHp

j
.

　　记 Y ij=(Ykl)p
i
×p

j
则:

　　　　　Hp
i
Y ij=

y 21　....　y 2p
j

　.　....　.

..　....　..

yp
i
1　....　yp

i
p
j

　0　....　0 2

;　　Y i
j
Hp

j
=

0　y 11　...　y1 p
j
-1

0　y 21　...　y2 p
j
-1

.　.　...　.

.　.　...　.

.　.　...　.

0　yp
i
1　...　yp

i
p
j
-1∈ .一

.

　　这 2个 p i×p j 矩阵相等当且仅当Y ij有下列形状.
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　pi=pj时 , 　Yij=

y0　y1　.　yp
i
-1

0 　y0　.　.

0　　.　.　y1

0　　.　.　y0 n

k

p
i
×p

j

;　　pi>pj时 , 　Y ij=

y0　y1　.　yp
j
-1

0 　y0　.　.

.　　.　.　y1

.　　.　.　y0

0　　0　0　0 p
i
×p

j

;

　　　　　p i<pj时 , 　Y ij =

0　　0　y 0　y 1　.　yp
i
-1

.　.　.　.　.　.　.

.　.　.　.　.　.　y 1

0　.　.　.　.　0　y 0证 明 p
i
×p

j

.

　　其中 min{p i , p j}个参数 y0 , y 1… ,可任取.由此可知 JAY -YJA =0的右线性无关解的个

数等于∑min{p i , p j}, 这里∑是对所有满足 λi=λj(1≤i , j≤μ)的整数对(i , j)求和.以上结

论可表达为如下定理.

定理　设HR为实四元数体 , A ∈H
n×n
R , A 的 Jordan型矩阵为 JA=Jp

i
(λ1)⊕ …Jp

u
(λu),

则 A的中心化子 C(A)={X∈Hn×n
R  XA=AX}是 HR上∑min{pi , p j}维右线性空间.其中

∑是对所有满足 λi=λj(1≤i , j≤μ)的整数对(i , j)求和.

　　推论 1　dim C(A)≥ n.

　　证明　dim C(A)= ∑
u

i , j=1
min{p i , p j}≥∑

u

i=1
min{p i , p j}=∑

u

i=1
pi=p1+p2…+pu =n.

　　推论 2　dim C(A)=n 的充分必要条件是λ1 , λ2…λu互不相同.

证明 　在推论 1的证明中 ,等号成立<=>i≠ j 时 , λi=λj　即得证.
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THE CENTRALIZER OF REAL QUATERNION MATRIX
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Abstract

The author generalized the results of the centralizer of matrix over complex number field to Real

Quaternion field.
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