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摘要　研究了超越整函数 fu(z)=z exp(z+u)(其中 u 为复参数)的动力学性质:存在一无界正

实数序列{Un}使得 J{fμ
n
}≠D ,同时对 F(f u)的分支个数及 J(fu)上淹没点的情况也作了较详细

的研究.
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　　在过去的几十年里 ,复解析函数的动力性质的研究已得到较广泛地开展 ,但大多数的工作

是集中在有理函数和多项式函数上 ,其他解析函数方面研究工作才在开始 ,仍有许多未解决的

工作要做.

首先 ,我们介绍一下复解析动力学的一些定义和基本结果.令 f(z)是非线性的整函数 , f

的迭代序列记为:

f
0=id , f

1=f , ...f n+1　=f
n(f), ....

点 z 0被称为是 f 的n 阶周期点 ,如果 f
n(z 0)=z0且 f

k(z0)≠z 0 ,对所有 K <n ,(f
n)' (z 0)被

称为乘数 ,当周期为 1时 ,这时我们把 z 0 称为 f 的不动点.如果 (f
n)'(z 0) <1(或>1),则

f 的n 阶周期点 z0 称为是吸性的(或斥性).

我们定义:

F =F(f)=z ∈D :函数序列{f
n}在 z 点正规 , J =J(f)=D -F(f),

它们分别称为 f 的 Fatou集和 Julia集.这里”正规”概念可参看 Schif f等(1993).根据定义我

们很容易证明 F 是开集而J 是非空的闭集.且 f 的吸性周期点是包含在F(f)里 , f 的所有斥

性周期点在 J(f)里是稠密的 ,Yang等(1994)已证明.

J =f
-1　(J)=f(J)∪{P ∨(f)∩J}, 　F=f

-1　(f)=f(F)∪{P ∨(f)∩F},

这里 P ∨(f)是指 f 的所有 Picand例外值.

　　为了验证 Fatou在 1926年提出的存在一个超越整函数 ,它的 Julia集是全复平面的猜想 ,

Baker等(1970)研究整函数 f u(z)=z exp(z +u),这里 u 是复参数.在本文我们将进一步研

究含单复参数的超越整函数族 f u.

1　分支和淹没点

f 是非线性整函数 ,如果 U 是 F(f)的分支 ,则 f
n(U)包含在 F(f)的某个分支内.通常我们

记 Un=f
n(U).如果对所有的 m≠n , Un≠Um ,则称 U 是游荡的 ,否则 U 被称为是周期的.

如果 U 是F(f)的周期分支 ,则它必然是下面各种情况中之一.

(a)存在 z 0 ∈U 便得 f
np
　 u※z 0 ,当 n ※∞,且 f

p
(z 0)=z 0 , (f

p
)'(z 0) <1.这时我们

称 U 为 Bottcher域 ,如果(f
p
)'(z 0)=0;U 被称为 Schroder域 ,如果 0< (f

p
)' (z 0) <1.
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　　(b)存在 z 0 ∈  U 使得 f
np u※z0 当 n>∞.且 f

p(z0)=z 0 ,(f
p)'(z0)=1这时 U 被称

为 Leau域.

(c)f
np
　 U ※z 0 当 n※∞.这时 U 被称为 Baker 域.

(d)从 U 到单位圆盘上存在一解析同胚 Υ,使得 Υ{f
p[ Υ-1(z)]}=e

2πiαz , α∈/ R/Q , U

被称为Siegel盘.

J 的分支(或 J 上的点)被称为淹没支(或淹没点),如果它不是 F 任何分支的边界点.

如果 f ' (z 0)=0 ,则 z0 称为 f 的临界点 , f(z0)称为临界值 ,如果存在一条趋向∞的曲线

Γ使得当 z 沿着 Γ趋于∞时 , f(z)※a ,则 a称为 f 的渐近值;对于 f ,它的奇异值是指 f 的所

有临床界值和渐近值 ,以及它的极限点.如果 f 只含有有限多个奇异点则 f 被称为有限型.

本文所讨论的函数族 f u 就是有限型.

2　两个结论及推导

定理 2.1　如果 Reu<0 ,则 F(f u)只有一个分支;如果 u ∈[ 0 , +∞] ,则 F(f u)要么是空

集 ,要么有无穷多个分支 ,并且所有的分支是单连通的.

为了证明定理 2.1 ,我们需要下列引理.

引理 2.1(Eoumenko et al ,1990)　f 是有限型整函数 ,则 F(f)没有游荡域 ,它的周期分

支只可能是:Bo ttcher域 ,Schroder域 ,Leau域 ,Siegel盘.

引理 2.2(Eoumenko et al ,1990)　每个 Bot tccher 域或 Leau 域环至少包含一个奇异值.

Sieggel盘的边界属于所有奇异值前向轨道的闭包.

引理 2.3(Eoumenko et al , 1992)　f 是有限型整函数 ,如果 F(f)有一完全不变分支 D ,则

F(f)=D.

引理 2.4(Eoumenko et al ,1990)　f 是超越整函数 ,如果 F(f)的无界分支个数是非零有

限数 ,则个数为 1.

引理 2.5(Baker , 1975)　超越整函数 Fatou集的任何非游荡分支都是单连通的.

引理 2.6(Bergweiler et al ,1995)　对任意超越整函数 f 及它的 Fatou集的任意分支 U 和

V ,如果 f(U) V ,则 u f(u)至多包含一个点 ,且该点为 f 的渐近值.

引理 2.7　函数 f u(z)没有Picard例外值且只有一个临界值 f u(-1)和一个有限渐近值0.

　　证明　我们只需证明这个命题的第一个结论 ,其余可参看 Baker等(1970).

假定 f u 有一个 Picard例外值 a ,则存在两个非零常数 b和 c 使得:

ze
z +u
-a=be

cz
,

取 z=0 ,则-a=b ,因此 , 　　ze
z +u =-a(ecz -1),

左边的函数只有一个零点 ,而等式右边的函数有无穷多个零点 ,矛盾.

证明(定理 2.1)　显然 , f u(z)是一个有限型的整函数 ,它只有两个奇异值 0和 f u(-1),

f u(z)只有不动点 0和-u +2kπi (k =0 , ±1±2…).且它们相应的乘积是 e
u 和-u +1+

2kπi.如果 Reu<0 ,则0< f′u(0) <1 ,即点 z=0是 f u的一个吸性不动点.令 D 为F(f u)含 0的

分支 ,则 0∈ f u(D)∩D;根据引理 2.6和引理2.7 , f u(D)=D0.假设 D′是 F(f u)的一个分支且 f u

(D′)=D ,则存在一点 z0 ∈D′使得 f u(z0)=0 ,显然 z=0 ,因此 D 是 F(f u)的一个完全不变分支.

根据引理 2.3 , F(f u)=D .因此 F(f u)在 Rel l<0时只有一个分支.

假设 U ∈[ 0 , ∞]和 J(f u)≠D , f u 不动点-u+2kπi(k =±1 , ±2…)是斥性不动点 ,因此 ,
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　　　　　　　-u+2kπi ∈J(f u)　　(k =±1 , ±2 , …). (1)

我们令 S n(u)=f u 　o　 Sn-1(u), n ∈/ N , So(u)=-1 ,则 ,

Sn(u)=f u 　o　S a+1(u)=n
u
(-1)<0. (2)

奇异值的前向轨道落在实半轴[ -∞,0]上 ,由(1)式我们知在上 ,下半平面上都有一些 Julia集

点.从引理 2.2我们得出 F(f u)不含有Siegel盘 ,再由引理 2.1得 F(f u)没有游荡域 ,因此它

是预周期的.由引理 2.2每个 Bo ttcher , Schroder , Leau域至少含有一个奇异值 ,从引理 2.1

我们得 F(f u)只有一个预周期环{Dj}
P-1
j=0 ,其中 Dj 是P 个不同的分支 , f u(Dj)=Dj+1(j =0 ,

1 , …P -2), f u(DP-1)=Do , 　f u(-1)∈ U
p -1

j=0
Dj;

因此 f
n+1
u (-1)※xo ∈ U

P-1

j=0
Dj当n※∞,与{Dj}

P-1
j=0是 Schroder , Bottcher或 Leau域相应的 , Xo 分

别是吸性的 ,超吸性的 ,有理中性周期点.

从上面的讨论可知{f
n

u (-1)}所有的极限点位于[ -∞, 0]上 ,因此 X o≤0 ,显然 , X 0 的所

有前向轨道落于(-∞,0] ,因此:

　　　　　　Dj ∩(-∞,0] ≠Ф　(j=0 ,1 , …P -1), (3)

下面我们证明/ R
+

cJ(f u).假设存在一个正数 X 1>0使得 X 1 ∈F(f u),由于 F(f u)只有

一个域循环链 ,{Dj}
P-1
j=0 ,因此存在一个非负整数 m 使得 f

m
u(-1)和 f u(-1)都属于某个域

Dj ,因此 ,

　　　　　　　　　f
m+np

u 　(X 1)※Xo(n ※∞), (4)

在上面的讨论中我们已知 X o≤0 ,且易得 f
u
n(x 1)>x 1 对任意 x >0.因此:

f
m p+n　u　(x1)>x 1>0(n =1 ,2 , …)这与(4)式相矛盾 ,即/ R

+
c J(f u).

显然 ,曲线 X =-ycty 有无穷个分支(可以从曲线 x =cty 的图象上看出).在每个带状区

域{z kx<Imz <(K +1)}(K =0 , ±1 , ±2…)都有且只有一条分支 ,我们且 Γ1 和Γ2 分别表

示位于{z π<Imz <2π}和{z -2π<Imz <-π}上的分支 ,显然Γ1 向右无限趋于 Y =2π,

向左无限逼近 Y =π,曲线Γ2 与Γ1 关于实轴对称 ,用 H 表示这两条曲线围成的区域.

易验证 f u(Γ1)=/ R
+和 f u(Γ2)=/ R

+ ,另外/ R
+ J(f u)根据 J(f u)的完全不变性得

Γ1 ,Γ2 J(f u).

假设有某个实值参数 U ∈[ 0 , +∞)它的非空 F(f u)有有限个分支 ,根据引理 2.4 ,我们得

F(f u)的分支要么有界要么无界分支只有一个.在区域 H 和D -H 这间必然存在一个包含

有界分支的区域.即该区域含有 J(f u)的内部点.这与当 F(f u)≠Υ时 J(f u)没有内点相矛

盾.因此 F(f u)有无穷多个分支或空.

由于 F(f u)没有游荡域 ,以引理 2.5得 F(f u)是单连通的.

从定理2.1的证明过程知当 Reu<0时 F(f u)只有一个分支 D ,因此 J(f u)= D ,即我们

有.

推论 2.1　当 Reu<0时函数 f u 的 Julia集上不包含淹没点.

Baker(1970)已证明存在某实数 U 和 f u , J(f u)=D , Jang(1992)进一步证明如果

U ∈{z Rez <0}U{z  z -1<1}∪(2 , ux),则 J(f u)≠D .他同时也证明存在一个单调递增

序列{Un}
∞
n=1使得 J(f u)=D ,Qiao(1994;1995)证明:存在一无界开集 M  / R

+使得 J(f u)

=D , u ∈M .一个很自然问题:是否存在一个无界正数序列{U n}使得 J(fUn)≠D .下面我们
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就来解决这个问题.

定理 2.2　存在一无界正数序列{Un} (2 , +∞)使得 J(fUn)≠D .

从 Qiao (1994)中定理 2的证明过程我们有如下结论.

引理 2.8　存在一无界正数序列{U′n} (2 , +∞)使得 S Mn(U′n)=Un , Mn ∈/ N ,这里

S n(U)=f n(-1).

引理 2.9　对任意 n>2 , Sn(U)※0当 n※∞.

定理 2.2证明　根据引理 2.8 ,存在一无界正常序列{U' n}c (2 , +∞)使得

S Mn(Un)=U′n <-2 ,对某个 Mn ∈ / N .从引理 2.9 得 SMn(U)※当 n ※ ∞.从函数

S Mn(U)的连续性知存在一个 Un(>Un' )使得 S Mn(U n)=-1 ,即 f
Mn
Un(-1),而点 zo =-

1是函数 fUn的临界点.因此 zo =-1是 fUn的超吸性周期点 ,因此-1 ∈ F(Un f
M

nU
n
)即J(fUn)

≠D ,由于 U n >U n' 和{Un' }的无界性推知序列{U n}
∞
n=1 是无界的.
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DYNAMICAL PROPERTY OF HYPER INTEGRAL FUNCTION fu :z ※zexp(z +u)

Yang Degui　Zhang Guoquan
(College of Sciences , South China Ag ric.Univ., Guangzhou , 510642)

Abstract

The dynamical properties of hyper interal function f u(z)=z exp(z +u), where u is a complex

para meter w as studied.It w as found that there exits an unbounexd sequence{U n}of positive re-
al numbers such that J(FUn)=D .The number of branches of F(f u)and the buried points of J

(f n)were also studied in detail.

Key words　complex dynamics;Julia set;Fatouy set;branch
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