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函数的幂加权平均值

余彩玉 王石安

( 华南农业大学理学院
,

广州
,

51 仪抖2 )

摘要 利用 函数的同序和反序概念
,

研究 了函数幂加权平均值的性质及其关于其幂指数的 函数特

性 (如对数凸性及单调性 )
.

作为应用
,

引进了一个新的平均值
,

比较了 Hol de
r
平均值和 S t o l毗 ky 平

均值
.

同时得到 侥d -e eT 川曲笋不等式及算术一几何不等式的加细的结果
.
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如果 f 和 p 是闭区间【a ,

b」上定义的正的可积函数
,

则函数 f 在「
a ,

b] 上具有权 p 的

幂加权平均值定义为
:

蛛 ( f
, r

)
= {

〔
￡
「

理
“

:
’

吟{
’

州
于 r 尹 0

r = 0

容易验证它具有如下基本性质
:

呜 ( f
, 一 r

)
=

[蛛 (f
一

l,
r
) ]

一

, ,

蛛 (gf
, r

)
=

岭 ( f
, r

)峋 ( g
, r

)
.

记 岭 f(
,

1 )为 岭 ( f)
,

称为函数 f 的具有权 p 的加权平均值
,

从而 蛛 f(
, r

)
= 〔岭 ( f )]

`r/
,

设 (L D )是定义在区间 D 上的全体实函数所构成的函数空间
,

在 (L D )引人如下关系
,

它

是 函数的单调性概念的推广
:

定义 设 f
,

g e 以 D )
,

称 f 与 g 是同序的
,

记为 f V g
,

如果对任意
: ,

y 任 D
, 二 笋 y

,

有

[f(
二
)
一
f( 了) ] [ s (

二
) 一 g (少 ) ]

> o
,

若上述不等式反向
,

则称 f 与 g 是反序的
,

记为 f 八 9
.

1 基本性质

从定义立即可以得到
,

函数的单调性实际上是函数与单位函数 I 之间的某种同序或反序

关系 (M iit 习n o vi c ,

197 0 )
,

即

定理 1 设了任 (L D )
,

则

( l f) 在 D 上是单调递增的当且仅当 I V户

( 2) f 在 D 上是单调递减的当且仅当 I A .f

定理 2 (C
e b y se v

不等式 )设 f
,

g 和 p 是 L【a ,

b] 上正可积 函数
,

则

( l )阵 (f) 碑 ( g ) 鉴妹 (fg )
,

如果 f V g ;

( 2 )蛛 (f) 阵 ( g ) ) 岭 (fg )
,

如果 f A g ;

等号当且仅 f 二 常数或 g 二 常数成立
.
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证明 假设 f和 g不是常数
,

令
:

、 = 〔
价

(
·
) d

·
)
2 “〔、 、̀ ,

一

、 。̀ 、 .(
g ,“

·

则
: 、 =

价
(
·

) d
·

价
(
·

), (
·

) g (
·

) d一价
(
·

) ,(
·

) d
·

价
(
·

) g (
·

) d一

丁:价
(
·

) , ( , )八
·

)〔; (
小

g ( , )“d
· ` , =

C价
`· , , ` , , f( , ,〔g ` , ,

一 ; `· ,“ d· ` ,
,

从而 , =

告月价
(
·

) , ( , )〔八小 八 , )」〔g (
·

卜
g ` , ,〕̀

· ` ,

{
> O

,

f V g

< 0
,

f A g

这就完成了定理 2 的证明
.

由于 f V f 且f nA f
一

n, 所以由定理 2可得如下两个推论
:

推论 1 (C au
e h y不等式 )

〔蛛 ( f) ]
2 ` 呜 (f

Z
)

.

推论 2 如果 f 拼 。且
n
为一正整数

,

则

阵 f(
”

)岭 f(
一

吟 ) 1 (如果
n
是奇整数

,

则还需假设 f > 0)
.

定理 3 ( H
o ld e r

不等式 ) 设 f
,

g 和尹是 [
a ,

6 ] 上的正可积函数
a ,

夕 > 0 且
a + 夕

=

蛛 (f
“

扩) ` [碑 (f) ]
“

[蛛 ( g ) 〕尹
.

当且仅当 f = k g 几乎处处成立时上式取等号
,

其中 k 为常数
.

证明 由几何 一 算术平均值定理易证
.

定理 4 设 f
,

g 和 p 是【
a ,

b] 上的正可积函数
,

则对任意实数
了 尹 0

,

有
:

蛛 ( f
, r

) 弟 峡 ( f
, r

)
,

。P/ A f
,

特别地
,

如果 q P/ 八 f
,

则 岭 (f) 〕 叽 ( f)
·

证明 如果
; > o

,

则从假设 q P/ 八 f 知 q / p A f r,从而 由定理 2知

岭 (。净 )岭 (f
『

) ) 蛛 (。 P/
·

f
r

)
,

从而 叽 f(
r

) ) 蛛 ( q P/
·

f
r

)/ 岭 ( qP/ )
=

峡 f(
r

)
,

所以

,

则

蛛 (了
, r

)
=

[蛛 (f
·

) ]于) [叽 (f
·

) ]十
=

峡 (了
, ;

)
,

r < 0 的情形可类似地证明
.

如果 ,在 〔·
,

“ 〕上单调递减且有正的下确界
,

则 , 。 ,

吩
·

(
·

)dx
> 。

,

由于对任意实数
,

有 I 二 I
·

f
r

f/
r ,

从而 由定理 4 知
:

峋
,

(f) 感 岭
·

(f)
,

所以有如下
:

推论 设 f 在【
a ,

b] 上单调递减且有正的下确界
,

则对任意实数
r > o

,

有

份
一 (

·
) d

·

:lxf/
·

(
·
) d

· 二

珍
二 ’ `· ,̀

·

行
·

`· ,`二

2 函数特征

蛛 f(
, r

) 不仅与 f 和 p 有关
,

而且与实数
r
) 在正 实数集中有 唯一确定值与之对 应

,

r
也有关

.

当
r
在实数集中取一确定值时

,

蛛 (f,

从而 碑 f(
, r

) 在实数集上定义 了一个实函数
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(C a i lo s
n,

197 2 )
.

t 尹 0

F ( r )
= }

「

价黔
)

赞
`

仁
〕`

介
:

L
” x p LJaP 、 工 夕` o

盯 、 万户。 x /

JaP
、 万 Z u x 」

= O

函数 f 称为在区间 D 上是严格对数凸的
,

如果函数
x

巨 fo酬 x) 在 D 上严格凸
.

下面研

究 F 的函数特征
.

定理 5

证明

假设 f 不恒等于常数
,

则函数 (C 动
= F ( t)

`

在 ( 0
,

+ oo ) 上严格对数凸
.

设 O <

如果 t > 0
,

则
:

G ( r )

r < s < ` 且
s

=

J少
(
·
) ,

,

(
·

,̀
·

心
`· ,̀

·
=

妈 (f
’

)
,

二 r 口
+ t ( l

一 a
)

,

( 0 < a <

C (
:
) 二

<

G [ 。
+ r ( l

一 a
) ]

=

岭 [fU
+ ’ ( ’ 一

a

)

[岭 (f
『

) ]
“ ·

[蛛 (f
`

) ]
`一

a = C (
r

〕
=

)
a ·

1 )
,

则从定理 3 知

碑 [ (f
`

)
“ ·

(f )
’ 一“ 〕

C ( t )
` 一 a ,

因此 ` ( t) 在 ( 0
,

+ ao ) 上是严格对数凸的
.

定理 6

证明

F
`

( 0 )
=

令

假设 f 不恒等于常数
,

则函数 F (动在实数集中是单调递减的
.

容易验证 F ( t) 在 (
一 oo

, + ao ) 上是连续可微的
,

且

; (。 ) 、
! {

。̀ ( 二 ) d二 {飞( 二 ) r l。 : ,( 二 ) 12 a二 _ r {
`。 (二 ) 1。 : 八二 ) d二 12 }二 r {飞(二 ) d二 12 ,

H ( t )
= : 2 厂

`

( t ) / F ( t )
,

则 H ( t) 在 (
一 oo

,
+ o0 ) 上有定义且当 t 尹 0 时

,

有
:

H ( r ) =
2 立 「 1

,

而 L
一

丁
且0 9

丁少
`· , f

’

`· ’ “

一

价
`· , f

’

`· ’ “

价
(
二

) d
二

丁少
(
·

) ,
:

(
二

) l
。

。
二

) d
二 -

,

价
(柱f丝业

1 0 9
一一一一了石一下一一一—

·

」aP (
x
) d

x

由于 F (劝 > 0
,

所以 F’ 和 H 有相同的符号
,

从而为了证明 F 在 ( 一 o0
,

+ ao ) 上严格递增
,

只须证明 H > O
,

而
:

H’ `。卜
! `
价

(
·
) ,

:

(
·

)。l。。
·

)〕
Zd一 。
价

(
·

) ,
,

(
·
) l
。
盯 (

·
) d

·
〕2

} / 「
价

(
·
) ,

,

(
·
) d

·
〕2

·

从推论 1知 H 和 t 具有相同的符号
,

所以 H (日当 , > O时递增
,

当 t < 0 时递减且达到其

最小值 O
,

因此 尸 和 H 对所有的 t 都为正值 (除 : = 0 外 )
,

另一方面由定理 2 知 尸 ( 0)
= O 当

且仅当 f , 常数
,

这就完成了证明
.

3 应用

设
:
是一个实数

,
t 是一个正实数

.

定义正实变量
a 和 b 的带两个参数

:
和 t 的二元连续
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实函数 W 如下
:

平 (
s , ` , a ,

b )
=

[ : (
a ` + ` 一 b

, + `

) / (
: + t ) (

a , 一 b
`

) ]
, / ` ,

( l )

从而
,

『 满足如下性质
:

m i n (
a 泊 ) ` 『 (

: ,
r

, a ,

6 ) 蛋 m ax (
a ,

6 ) [即 平(
, ,

r
, a ,

6 ) 介于
a 和 b 之间」

,

平 (
s ,

r
,

入a ,

久b )
= 久『 (

s ,
t

, a ,

6 )
,

久 ) o ; w (
。 ,

:
, a ,

6 ) = 平 (
s ,

t
,

b
, a

)
.

所 以 『 (
。 ,

t
, a ,

b) 是
a 和 b 的平均值

,

它是所谓 H ol de
r
平均

,

tS d aI’s k y 平均及 H e ID n
平均

的推广
,

因为
:

尽 (
。 ,

。 )
= 平 (

r , : , 。 ,

。 )
=

[ (
。 ·

+ 。
·

)左 ]于 ( H
o la e r

平均 )
,

rS (
a ,

占) = 平 ( l 一 r , r , 。 ,

6 )
二 平 (

; 一 l
,

l
, 。 ,

占)
=

[ (
。

一 6
r

) / r
(
。 + 6 )」’ / (卜 , ) ( s t o lasr k y

平均 )
,

W (
s ,

l / r , a ,

b )
==

[ (
a ` + , / r 一 b

` + ` / r

) / (。 + l ) (
a ` /护 一 b , /

r

) ]
’ / ` ; = l

,

2
,

…
,

万 (
a ,

b ) = W ( l
,

l 2/
, a ,

b )
二

(
a + 了丽

+ b ) 3/ H e or n
平均

.

极限情形 ( t = 0
, ,

L
,

(

二
0) 分别给出广义对数平均值和广义幕指平均值

:

a ,

b )

rI (
a ,

b )

= l i m 『 (
r ,

:
, a ,

b )
r , O

= l i m 平 (
: , r , a ,

b )
月闷旧

喻撬亏釜刃
“戈

一手̀

轰
,六

·

注意到 ( l) 具有如下积分形式
:

设 尸 (
二

)
= x , 一 ,

且 f (
x
)

= 二

权平均值
,

即

平 (
3 ,

t

,

则 W (
。

, a ,

b)
=

序一
’ `·

仆
: 一 ’ d · ,

’ ` ’ ,

a ,

b) 是函数 f 在区间【a ,

目 上具有权 p

( 2 )

的幂加

评 (
3 ,

t
, a ,

b )
二

峰 (f
, `

)
.

( 3 )

于是由 ( 3) 及定理

,. ,,

、

,
沙、 、,产、 ,

J

定理 7

推论

平(

( l )

6 可得如下定理及推论
.

b) 对任意正数 t 关于参数
:
都是严格单调递增的

.

rH (
a ,

b )

rH (
a ,

b )

rH (
a ,

b )

a ,

b

a ,

b

< S
;

(
a ,

b

r < 12/
,

r > 12/
,

r 二 12/
.

证明 这可从定理 7 和如下等式容易验证
,

rH (
a ,

b )
= 平 (

; , r , a ,

b ) 及 尽 (
a ,

b )
=

W ( l
一 ; , r , a ,

b )
.

定理 8

证明

W (
: ,

t

设 lt >

a ,

b) 对任意实数
:
关于参数 t 都是严格单调递增的

.

: : > 0
,

刀 (
x
)

= x `厂 ` ,

。 (
x
)

= 二 , 2一 , 且 f(
x
) = 二 ,

则 叮(
x
)净 (

x
) = 二 、 一 `:

是递减的而 f( 幼 是递增的
,

从而 q / p 八 f
.

由定理 4 得

平 (
: ,

t l , a ,

b )
=

蛛 (f
, s

) >
峡 (f

, s
)

= 平 (
: ,

r Z
, a ,

b )
.

推论 对任意实数
: 和任意不相等的正数

a 和 b
,

有如下不等式
:

W (
: ,

l
, a ,

b ) > 平 (
: ,

l 2/
, a ,

b ) > … > 平(
: ,

l / r , a ,

b ) > … > 几 (
a ,

b )
,

特别地
,

(
a + 6 )龙 > (

a + 丫石石+ 6 )乃 > … >
[
。 + a (卜 , ) /场 , / r + … + a , /活 (卜 , ) /『 + 6 ] /

; > …
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> (
a一 b ) /( l

o g a一 l嗯b )
.

这是所谓的 o s tl e一 T e二 1111罗r 不等式 ( o s tl e

定理 9设实数
: 1

,

勺
, : 2

,

勺满足条件
: : 1

平 (
。 1 ,

: , , a ,

b ) > 平 (
: 2 ,

r Z
, a

e t a l
,

19 57 ) 的加细
.

5 2 ,
r l > t Z ) 0 且

5 1 + : l ) 5 2 + t Z ,

则
:

证明

W(
: , ,

r l

同样地
,

设
a = 。 ; + , ; 一 l

,

夕
= 5 2 + : 2 -

一 ” ,
=

价
, :

一
d ·

公
。:一 d二 )

1/ : =

平 (
, 2

,
t Z

, a ,

b )

b )
a ,

b > 0
, a 尹 b

.

l
,

p (
x
)
二

xa
,

, (
x
) 二 护且 f(

二
)

= l / x ,

则

`
丁
。

飞
。 `·

J
`
ax

一
d· )

1/ j = 1/ 、 ( ,
, 3 1

)
,

二 l/ 峡 f(
, 5 2 )

,

由于 p ( x) / q (幼
=

xa
一夕是递增的且f( x) 是递减的

,

从而 p / q 八 f
,

从定理 4 和定理 6 知

岭 ( f
, 5 1

) <
峡 (f

, 5 1
) <
峡 (f

, 5 2
)

,

所以 平 (
5 1 ,

t l
, a ,

b )
= l /蛛 (f

, 5 1
) > l /峡 (f

, 5 2 )
二 平 (

5 2 ,
r Z , a ,

b )
·

推论 对任意正数
r 和任意不相等的正数

a 和 b
,

有如下不等式
:

丫石石 < 乙
;

(
a ,

6 ) < 乙(
a ,

6 ) < 尽 (
a ,

6 )
,

特别地

丫
`

石石 < (
a 一 6 ) / ( 1

0 9。 一 10 9占)
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