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一 类 相 似 逆 变 换 矩 阵 的 构 造

曾文才

(华南农业 大学理学院
,

广州
,

51 仅抖 2 )

摘要 证明并给出一种构造可对角化矩阵的相似逆变换矩阵的新方法
.
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对于一个
n 阶可对角化矩阵 A

,

曾文才 ( 199 4 )已给出了一种完全无须解线性方程组
、

而只

须利用矩阵的乘法运算便可容易地求 出其相似变换矩阵 P 的方法
.

本文将在 P 的基础上
,

进

一步给出构造其逆矩阵的新方法
.

这 一方法完全不同于传统的伴随矩阵法
、

初等变换法等
.

它不仅可根据 p 的构造特点简易地求出相似逆变换矩阵 p 一 ` ,

使 p
一 `月尸 = A

,

而且对于常系

数齐次线性微分方程组 厂 ( t )
= A尤 ( t )

,

也可容易地导出向量变换 玖 t )
二 尸

一 ’ x ( t) 或 x ( t )
二

P Y ( t )
,

从而方便地求出通解或特解
.

1 定理证明

曾文才 ( 19 94 )的有关定理综合叙述如下
.

定理 1 设 几1 ,

久2 ,

…
,

久:

为
n
阶矩阵 A 的相异特征值

,

其重数分别为
n l , n Z ,

…
, n :

且

艺
n ￡ = n ,

则下列条件是相互等价的
葱= l

一

( l ) A 一 A ;

( 2 ) n (久
i君 一 A )

= o ;

( 3 )尺 (叭 )
二:

尺 [ 11 (入i E 一 A ) ]
二 n , ,

( ,

定理 2 设 入1 ,

纯
,

…
,

入
:

为
n 阶矩阵 A 的相异特征值

,

其重数分别为
n l , n Z ,

…
, n :

且

恩
“ ` = “

’

量 ( j = 1
,

2

若 ` 一 “
,

贝。矩阵应( “ iE 一 ` ,的歹”向量组中有对应于 ` , 的 、 个线性无关的特征向

, ` ’ ` , 5

根据上述定理
,

设
:

=wj 测
几iE 一

)A
二

al(j
,

ajz,
”

’ ,

ajn,, anj,
· 1, ’

“ ,

ajn )
·

因 “ (叫
=

nj, 不

妨设 a’l
,

份 2
`

” ,

ajn, 线性无关
,

则 哟 的后 几 一 nj 列可被线性表示为
:

ajnJ 一 句
1〔` ’` ,价 1 + … +

气
(
“ `

,气
,

(j
= `

,

2
,

一
、 ,

m = `
,

2
,

一
n 一 nj )

·

于是
,

相似变换矩阵 P 可构造为 :

=P a(l
1 ,

一
。 1 ; ! , ,

一 a’l
,

一 ajnj
,

as
l “

` ,

as
n

.)

1卯8
一

05
一
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定理 3 在定理 2 的条件下
,

A 的相似逆变换矩阵

尸
一 ` =

(几
1 ,

一风
。 , ,

一 今
,

一气
, ”

` ,

风
1 , ”

’ ,

风
·

其中
:

居
1 =

去
〔̀

,

0
,

一 O
,

与( ` ,
,

一与`
” 一

马,〕
,

、
2 =

义
〔`

,

O
,

一 O
,

、
2 ( 1 ’

,

一 、 `一 马,〕

njnj
=

大
〔̀

,

0
,

一 0
,

、 `”
,

一 、 `
“ 一 飞, 〕

而 乌
=

从( “
! 一 “户

,

(j
= `

,

2
,

一
5

)
·

证 一方面
:

wj
=

应(几iE 一 ` ,
=

( aj l ,

: 2 ,

一
:

,

ajn,

一
、 ’

·

( 1 )

另一方面
:

够
=

黔
声 一 ` )”

=

卿
“ iE 一 `

a)(j
ll,

一
1 , ”

’ ,

a’l,
”

’ ,

ajsr,
”

` , “ ! 1 , “
` , “ 二 )

二 「(
息

( “
`E 一 A ,一〕

,

… 〔
应
“ `E 一 A ,〕一

; ,

一〔
应
〔“ iE 一 A ,」aj l ,

一

「息( “ E 一 A ,〕、
,

一「
应

( “ E 一 A ,〕

一
「
应

(“
` E 一 A ,一、 `

,

从而 够
=

{O
,

一 o
,

「立( “
一 、 ,〕aj l ,

一 「息( “
一 “ , ,〕、

,

o
,

一 0 `
·

等式 ( 2 )两边右乘 p
一 ` ,

得
:

( 2 )

、 =
, 0

,

一 o
,

仁
慈
`“

: 一 “ , ,〕a, ; ,

一仁息
( “

一 “ , ,〕、
,

0
,

一 0 ,
x

(风
1 ,

一 风
。 : ,

一今
,

一气
,

一儿
,

一风
、 .)

即有 wj
二 「
应

( `
￡一 、 ,〕 ( a, 1

房
1 + … + 、 气’

·

( 3 )

由 ( l )和 ( 3 )有
:

(份
l ,

a] 2 …
,

alot ajn
十 1 ,

…
,

ajn )
二

位 ( 、
` 一 久,

)(] alj 房
, + … 十

际
`

njP )
.

(’)

而 wj 的后 (
n 一 nj )列可被线性表示为

:

anjj 一 勺
1 (爪 )今 , + … +

knj, ` m , ajnj
,

( j = l
,

2
,

一
: ,

m = l
,

2
,

一
n 一 nj )

·

比较 ( 4 )式
,

得
:

。
1 =

义
仁̀

,

0
,

一 O
,

与“ ’
,

一 lĵ (
了

卜 马’ 〕
,

、
=

大
〔̀

,

0
,

一 0
,

句
2 “ ’

,

一 勺
2 `

’ ` 一
马,〕

,

气
二

大
仁̀

,

O
,

一 O
,

、 ( ’ )
,

…
,

叮
“ 一 ’

们

而 今
=

酬凡 一 “ ,), =(j
` ,2,

’

~ , ,

) 得证
·

注 :
若 w] 的 n] 个线无关的列 向量不在或不取 wj 前 nj 列

,

则 尸 的形式有所改变
,

相应地
,

P 一 ’ 的形式也有所改变
,

但求法是类似的
.
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2 几个实例

例 l 求 A

l 0

l 一 l

一 1 1

0 l

l (二重 )
,

几: =

一 1

0

l

1 {
· · · · · · · · · ·

……
0111

一

了厂1

1eewelesawe|r、

一一

解 A 的特征值 几1 二

w : =
(几

Z E 一 A ) (几
3 E 一 A )

{
一 2

二

}
。

{
一 2

\ O

=
(

a l ; , 。 12 , a 11 , 。 , 2
)

== 。 : 1
( l

,

o
,

l

{
2

=

}
2

}
一 2

\ 一 2

3
,

朽 二 一 1
.

0 一 2

一 2 0

0 一 2

一 2 0
,

0 ) + a ; 2
( 0

,

2

2

0
”

一 2

0

一 2
,

l
,

0
,

1 )

一 2

一 2

2

2

一 2

一 2
、 : = (入

I E 一 A ) (入3 E 一 A ) (
a Z、 , a 二

, a 二
, a 、 )一一

、 !

l
ee
,

!
护

22

=
(

a Z; , a 2 1 , 一 a 2 1 , 一 a 2 1
)

= 一 l )
,

22
,1

一一ù

一 2 一 2

2

2
(

a 3 ; , a 3: , a 33
, a 、 )

22
。 3 =

( 几
I E 一 A ) ( 几

2君 一 A )
=

一 2 一 2

二
(

a 3 1 , a 3 , , 一 a 3 ; , 一 a 3 1
)
二 。 3 ;

( 1
, 一 l

, 一 l
,

l )

几 1 的两个线性无关的特征向量
:

a l ; =
(
一 2

,

0
, 一 2

,

0 )
` , a 、 : =

( 0
, 一 2

,

0
, 一 2 )

,

几: 的一个特征向量
: a2 1 二

( 2
,

2
, 一 2

,
, 2)

,

几3 的一个特征向量
: a3 1 =

( 2
, 一 2

, 一 2
,

2)
,

故相似变换矩阵
:

的前两列 )
.

的第 1 列 )
.

的第 l 列 )
.

、 、.r

…
eeles/

2222

一一

(
一 “ 0

} O 一 2

p = ( “ 11 , “ ”̀ “ 2” “ ” ’ 二

卜
2 “

又 0 一 2

2

2

一 2

一 2

。 11 =

雨六丽
( 1

,

。
,

、 11̀ 1’
,

、 1 1̀ 2 ,卜
一

音( 1
,

0
,

1
,

0 )
,

。12

不万可坛而
。̀

,

1
,

、 12 `1’
,

、 12`2 ,卜
一

音(。
,

1
,

。
,

1 )
,

、 2 1

板石不赫雨
`1

,

、 2 ! !̀ ’
,

、 2 1`2 ,
,

、 2 1`3 ,卜音( 1
,

1
, 一 1

, 一 1 )

。 1

板不不赫而
` ,

,

` 31 ”̀
,

` 3 1̀ 2 ,
,

“ 3! `3 , ,
=

音
(`

, 一 ,
, 一 ,

,

1 ,
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相似逆矩阵
:

尸 一 ’ 二
(召

, , , ,

厂
, 2 ,

厂
2 , ,

尸
3 ,

)
’ 二

O

2

一 1

l

2 0

0 2

一 l {
20
` ..1

1

一一

/矛llleees
l
eelse
.

esse
、、

l一s
一

例 2 求常系数线性齐次微分方程组 厂 ( )t
二 A X ( )t 的通解

、、eelesesesesl
j

、 l了
、 、

.

产、 ,了
矛̀矛口J

.

`

了f吸、了厅、了`
,且,̀, ,ù-XXX,ù

z

…
、、 l

X ( r )
=

、 , , , 、

{
`

{
1

)
`

{{
` 、 ` ’ “

}
` , ’

:
`

:】
\ 工 3 戈 L / /

、 、llesesesseIZ, l万1

4一一7 4

其 中 A 4 7

一 4 一 4

Z`lwe.we
we
ee
、、

一一

解 A 的特征值 几1 二 3 (二重 )
,

久2 二

一 4

w l = (久Z E 一 A )
二

5
a l , , a 12 , a 1 3

)
=

(
一 a ,: + a , 3 , a 12 , a 13

)

4

a , 2
(
一 l

,

l
,

0 )
+ a 13

( 1
,

o
,

l )

(
a Z , , a 22

, a 23 )
二

(
一 4 a 23

, 一 4 a 23
, a 23 )

444一一

ù、à44444

一一一

/
口. leeweeses

.̀、了了
!!!1

..

、

w : 二
(入

I E 一 A )
==

a 23 (
一 4

, 一 4
,

一)

一一一一一一一一

、、 、...

l
.

es
月

12、
、

1

1
产

ù1.`.1一Xù
曰1.唱.1ō1.

一

肠 的两个线性无关的特征向量 : 口 12 =

几: 的一个特征向量

故相似变换矩阵
:

: a 23 = ( l
,

1
, 一 1 )

, ,

(
一 4

,

5
,

4 )
, , a ; 3 =

( l
,

l
,

8 )
` ,

(取 w l 的后两列 )
.

(取 m : 的第 3列 )
.

尸 =
(

a 12 , a 1 3 , a 刀 )

8 一 1 {
4
J̀4一

.f /seleeeese、

一一

而 召
12 =

岸而
(
一 `

,

而气刀(
一 `

,

1
,

0 )
=

9
女 (

一 l
,

l
,

0 )
,

月
1 3
二只毕寸

二 ( 1
,

o
,

l )

气人 2 一 入 l )
’

=

冬( 1
.

0
,

l )
夕

内
= 一 4

,

1 )
= -
青 (
9

一 4
,

告( 4
,

4
,

` ’

O

尸
一 ’ 二

(夕
’ 12 ,

窟
13 ,

产二 )
` 二

一 4
, 一

l)
=

、…
一

:
\ 4

0 l

4 一 l )
作变换 x ( r )

二 尸Y ( t )
.

则 x
,

( r )
二 p 丫 ( t )

,

犷 ( t )
= p

一 I A p Y ( ` )
二 A Y ( t )

.

于是

原方程的通解为

、 ( ` )
=

一 {
一 4

5

4 8 一 1

e 1 e 3 t

e Z e 3 t

c 3 e l Z t

一

…
一

:)一…i)一}一 1 {
一

一一

、 、月百!IJ二ee夕/Z犷leseseseseses
.

l
、

、 、

…
.

/
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