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　　通常 , 我们设R 代表实数域 , Mn(R)代表所有 n×n阶实

数矩阵的集合.假定 A =(αi)j ∈ Mn(R), 系数α, β  {1 , 2 ,

… , n},我们用 A(α, β)表示矩阵 A 中处于α行和β 列的子阶

矩阵 ,特别地 , A中元素αij =A({i},{j}).Aij代表αij的代数余

子式 ,即

　　Aij =(-1)i+jdet(A)({1 , … , i-1 , i +1 , … , n},{1 , … ,

j-1 , j+1 , … , n}).

A 的伴随矩阵定义为:

adj(A)=(Aij)=

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

… … … …

A1n A2 n … Ann

.

　　定理[ 1] 　设 A =(αij)∈ Mn(R)是一个实幂等矩阵 ,则

A 的伴随矩阵 adj(A)也是幂等的.

在文[ 1] 中定理的证明有些复杂 , 现给出一个简短的证

明.首先 , 我们给出引理:设 A 、B ∈ Mn(R),则

　　adj(AB)= adj(B)adj(A).

　　仅需证明:

[ adj(AB)]({i},{j})=[ adj(B)adj(A)]({i},{j}).

　　引用 Cauchy-Binet公式[ 2]

[ adj(AB)] ({i},{j})=矩阵 AB第j行第 i列元素的代数余子

式=(-1)i+jdet(AB)({1 , … , j-1 , j+1 , … , n},{1 , … , i-1 ,

i+1 , … , n})=(-1)i+j∑
n

k=1

det(A)({1 , … , j-1 , j+1 , … , n},

{1 , … , k -1 , k +1 , … , n}).

det(B)({1 , … , k-1 , k+1 , … , n},{1 , … , i-1 , i+1 , … , n})

= ∑
n

k =1

AjkBki = ∑
n

k=1

BkiAjk =[ adj(B)adj(A)] ({i},{j}).

　　故引理得证.

　　定理的证明:假定 A ∈ Mn(R)是幂等的 , 则 A 2 =A ,由

引理知:adj(A)= adj(A2)=[ adj(A)] 2 ,所以 adj(A)也是幂

等的.证毕.
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