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流出大于流入的一维渗流问题弱解的一个性质
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摘要:主要揭示了一维渗流问题弱解的一个性质 , 即当流量流出大于流入时 , 一定存在某个时刻 t0 , 使得出水边界

一定会干。
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1　引言

考虑如下一维渗流问题:

(Ⅰ)

[ u(x ,t)] t = D[ u(x , t)] u(x , t)x x -

{K[ u(x ,t)]}x ,(x , t)∈ QT , 　　　　　　　　(1.1)

u(x ,0)=u0(x), x ∈ [0 ,1] , 　　　　　　　　(1.2)

D[ u0(x)] u′0(x)-K[ u0(x)] |x=0 =q1 ,

D[ u0(x)] u′0(x)-K[ u0(x)] |x=1 =q2 ,

其中 , QT=(0 ,1)×(0 , T] , 0<v1 ≤u0(x)≤v2 <1 ,

v1 、v2为常数;K(s)与 D(s)满足如下条件:

(1)A[ u0(x)] = A[ u(x ,0)] =∫
u
0
(x)

0
D(s)ds

是 Lipschitz连续的;

(2)q1 >q2 >0.D(0)=K(0)=0;

(3)D(s)是严格递增函数 ,而且当 s ∈ [ 0 , ∞)

时 ,D(s)<D 0 =常数;

(4)当 s ∈ [ 0 , ∞)时 ,K(s)≤K0 ,0 ≤K′(s)≤

K1 ,其中 K0与 K1是常数 ,而且当 s ∈ (0 ,1)时K(s)

是严格凸的;

(5)D″,K″在(0 , ∞)上局部Hö lder连续;

(6)当 s ※0+时 ,
D(s)
s
∈ L

1(0 ,1),
K(s)
sD(s)

※0 ,

K′(s)=O[ D(s)] ;

(7)初边值满足如下的相容条件:

(a) D[ u(x , t)] u(x , t)x -k[ u(x , t)] |x=0 =

q1 , t ∈ [ 0 , T] ;

(b) D[ u(x , t)] u(x , t)x -k[ u(x , t)] |x=1 =

q2 , t ∈ [ 0 , T] .

其中 ,条件(a)表示在边界 x =0上的出水量为 q1 ,条

件(b)表示在边界 x =1上的进水量为 q2.

为了讨论(Ⅰ)的解的性质 ,先引进如下定义:

定义 1:令( x , t)∈ R
2 ,称点集{(x , t)|t < t ,

(x - x)2 +(t - t)2 <r , r >0}为点( x ,  t)的下半

邻域.

定义 2:设在 x-t平面上 ,连通区域 G有边界 G ,

G的一个抛物边界 Gp 是 G的一个子集 ,一点 P 属

于  Gp当且仅当点P 的任一下半邻域不全在G 中.

记 A[ u(x , t)] =∫
u(x , t)

0
D(s)ds.

定义 3:若函数 u(x , t)满足下面的条件 , 则称

u(x , t)为问题(Ⅰ)的弱解:

(ⅰ)u(x , t)是一个实的非负的有界的连续函

数;

(ⅱ)在QT上 , A[ u(x , t)] 关于 x具有有界的广

义导数;

(ⅲ)u(x , t)满足下面的等式:

∫Q
T

A(u(x , t))x -K(u(x , t)  (x , t)x -

u(x , t) (x , t)t d xdt =∫
1

0
 (x ,0)u0(x)dx +

∫
T

0
[  (1 , t)q2 - (0 , t)q1] dt ,

其中 ,  (x , t)∈ Χ(x , t)|Χ(x , t)∈ C
1( QT),

Χ(x , T)=0}.
问题(Ⅰ)的弱解存在唯一性可按常规方法

[ 1～ 3]

证明.

引理:假设 t 0 ∈ (0 , T)] , v(x , t)是(I)中(1.1)

在  Qt
0
上的大于零的古典解 , u(x , t)是问题(Ⅰ)的
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弱解 ,在抛物边界 Gt
0
p={(x , t)|t =0 ,0 ≤x ≤1}∪

(x ,t)|x =0 , 0<t ≤t 0 ∪ (x , t)|x =1, 0<t ≤t0

上 ,若 u(x , t)-v(x , t)的符号改变 m 次 , 则在 L =

(x , t)|t =t0 , 0≤x ≤1 上, u(x , t)-v(x , t)的符号

改变不会超过 m 次[ 1] .

2　流出大于流入时的一个性质

定理:设 u(x , t)是问题(I)的一个弱解 ,那么一

定存在某个 t0使得 u(0 , t 0)=0 ,也即在某个时刻 t0 ,

出水边界会干.

证明:假设方程(1.1)有一个行波解 U(x)=

U(x -mt),则U(x -mt)[简记U(x -mt)=U] 满

足方程(1.1),即:

-mUx =[ D(U)Ux] x -[K(U)] x ,

在上式两边关于 x 积分 ,可以得到:

Ux =
K(U)-(mU +B)

D(U)
, (2.1)

其中 ,B 为一待定常数 ,由(2.1)式可得:

x =∫
U

U
0

D(s)
K(s)-(ms+B)

ds ,(U0为常数). (2.2)

(1)首先 ,由于 q1 >q2 ,故存在α>0 ,使得 q1 >

(1+α)q2 ,而且(1-α)q1 -q2 <0 ,我们可以证明一

定存在一个充分小的正数m0 ,使得:
q1 -(1 +α)q2

αm0
>

v2 ,而且成立下面的不等式:

K(s)>m0 s-
q1 -q2

α
, 　　　(0 ≤ s ≤1)

∫
q
1
-(1+α)q

2
αm

0

v
2

D(s)

K(s)- m 0s -
q1 -q2
α

ds >1 ,

(2.3)

事实上 ,若取 m0 ∈ 0 ,
q1 -(1+α)q2 D(v2)/α

v2D(v2)+K0 +(q1 -q2)/α
,

则:

∫
q
1
-(1+α)q

2
αm

0

v
2

D(s)

K(s)- m0 s -
q1 -q2

α

ds >

∫
q
1
-(1+α)q

2
αm

0

v
2

D(v2)

K0 +
q1 -q2
α

ds =

q1 -(1 +α)q2
αm0

-v2 ×
D(v2)

K0 +
q1 -q2
α

>

q1 -(1 +α)q2
α

×
α

q1 -(1 -α)q2
×

v2D(v 2)+K0 +(q1 -q2)/α
D(v2)

-v 2 ×

D(v2)

K0 +
q1 -q2
α

=1.

(2)在(2.1)式中取B =-
q1 -q2

α
, m =m0充分

小 ,使得:

q1 -(1 +α)q2
αm0

> v2 ,

而且(2.3)式成立.因此在 v2 ,
q1 -(1+α)q2

αm 0
上

一定存在某个常数 U0 ,使得:

∫
q
1
-(1+α)q

2

αm
0

U
0

D(s)

K(s)- m0s-
q1-q2
α

ds =1 , (2.4)

从而函数 U(x)可由下式决定:

x =∫
U(x)

U
0

D(s)

K(s)- m0 s-
q1 -q2

α

ds ,

U(x)∈ 0 ,
q1 -(1 +α)q2

αm0
.

显然 U(x)具有如下2个性质:

(a)一定存在某个常数 a <0 ,使得 U(a)=0 ,

而且在 a ≤ x ≤1上是单调递增函数.

(b)U(0)=U0 >v2 , 　U(1)=
q1-(1+α)q2

αm0
.

在 t =0时 ,U(x)=U(x -m0 ×0)=U(x)>

v2 ≥u(x ,0)=u0(x),故在 t =0时 ,U(x -m0 t)>

u(x , t).从而由引理可知:U(x -m0 t)与 u(x , t)

第一次相交仅仅会在边界 x =0或 x =1上发生.

如果 U(x -m0t)与 u(x , t)首次相交于边界 x =

1上的某点 P1 ,则:

Ux(P1)≤ux(P1). (2.5)

然而 ,在 P 1点有:

Ux =
K(U)- m 0U -

q1 -q2

α
D(U) =

K(u)+q2 -q2 - m0U -
q1 -q2
α

D(U)
=

ux -
m0U -

q1 -(1+α)q2

α
D(U)

=

ux -
m0 U -

q1 -(1+α)q2
αm 0

D(U)
.

78　　 华 　南 　农 　业 　大 　学 　学 　报 　(自 　然 　科 　学 　版) 第 24 卷



当 t >0时 ,因为 U(1 , m0 t)<
q1 -(1+α)q2

αm 0
,

0 <D(U)<D 0.所以Ux(P1)>ux(P1),这与(2.5)

矛盾.故首次相交不会出现在 x =1上.

若在 U(0-m 0t)第一次减少到零之前 , U(x -

m0 t)与 u(x , t)首次相交于边界 x =0上的某点P0 ,

则:

Ux(P0)≥ux(P0), (2.6)

但是 ,在点 P0 有:

Ux =
K(U)- m0U -

q1 -q2

α
D(U)

=

K(U)+q1 -q1 - m0U -
q1 -q2

α
D(U)

=

ux -
q1 +m0U -

q1 -q2

α
D(U)

=

ux -
m0U +

q2 +(α-1)q1

α
D(U) .

因为 m0U >0 ,(1-a)q1-q2 <0 ,即q2 +(α-1)q1 >

0.故 Ux < ux.这一矛盾说明在 u(0 , t)=0 之前

U(x -m 0t)不会与 u(x , t)首次相交于边界 x =0

上.

总之 ,在 QT上 ,U(x-m0 t)的值未到达零之前 ,

恒有 U(x -m0 t)≥u(x , t).

因为 U(x -m0 t)以匀速 m 0 向右移动 , 所以 ,

U(x -m0 t))的零点迟早会移动到边界 x =0上.记

这一时刻为 t 0 , 此时在  QT 上有 U(x -m0 t 0)≥

u(x , t 0), u(0 , t0)=0 ,即定理成立.
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A Property of the Weak Solutions of the One-Dimensional

Infiltration Problem when Outflow Is Larger than Inflow
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Abstract:In this paper , a property of the weak solutions of the one-dimensional problem was revealed , i.e.there must

be a time t0 , in which the outflow boundary will be dry when outflow is larger than inflow.
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