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闭链二自由度平面五杆机构运动分析
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摘要:应用矩阵法建立常用闭链二自由度平面五杆机构基本杆组运动分析数学模型 ,并据此编制相应的杆组位移 、

速度和加速度分析模块 ,开发了平面五杆机构的计算机辅助分析与仿真系统 ,实现了机构运动参数数值计算 、运动

线图自动绘制和机构动态仿真等计算机辅助可视化运动分析 , 所建立的数学模型与开发的程序具有较强的通用

性.最后以机械系统动力学分析软件 ADAMS 进行仿真 ,验证了机构运动分析数学模型及程序的正确性.
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Kinematics analysis for planar five-bar mechanism with dual freedoms
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Abstract:By using matrix method , kinematics analysis mathematical models of common basal group linkages

are established , and their program modules of displacement , velocity and acceleration are established.A CAD

system of the analysis and simulation for planar five-bar linkage mechanism with dual freedoms is developed in

the visual language(Visual Basic 6.0).The software has the functions of numerical computation , motion chart

drawing and motion simulating.The correctness of the mathematical models was validated by using automatic

dynamic analysis software of mechanical system ADAMS.
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　　闭链二自由度平面混合驱动五杆机构可实现复

杂运动规律 ,是目前应用较普遍的一种机构 ,如平面

二自由度并联机械手和混合输入型机电系统都采用

二自由度平面五杆机构.

机构运动分析的解析法将机构运动参数和结构

参数之间的关系用数学解析式来描述 ,可对机构在

整个运动循环过程中任意位置的运动性能进行深入

分析 ,分析精度高[ 1] .按分析过程不同 ,平面机构运

动分析可分为整体分析法和杆组法等多种.用杆组

法对机构进行运动分析时 ,将机构分解成若干基本

杆组 ,再分别调用相应的已经编好的基本杆组运动

分析子程序 ,输入已知的运动参数 ,就能求出所需的

运动参数.这样 ,复杂机构运动分析问题就转化为杆

组的分析计算问题.按所使用的数学工具不同 ,平面

机构运动分析解析法有封闭矢量多边形投影法 、复

数向量法 、矩阵法等.鉴于杆组法简单灵活且通用性

强 ,矩阵法分析快捷等优点 ,本文应用矩阵法建立了

常用平面五杆机构基本杆组的数学模型.

1　基本杆组类型及运动分析递推路线

闭链二自由度平面五杆机构可分为全铰链五杆

机构和单滑块五杆机构 2大类.考虑到输入及输出

构件的位置 ,还可细分为不同的类型.如图 1所示 ,

五杆机构原动件 1 、4与机架 5相连 ,则机构可分为

“原动件与机架组”和由构件 2 、3组成的自由度为 0

的Ⅱ级杆组 , Ⅱ级杆组有 RRR 、RRP 、RPR等类型.原

动件 1 、4通过外部副 B 、D 与Ⅱ级杆组相接 ,则运动

分析的递推路线应从“原动件与机架组”到与其外部
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副相连的Ⅱ级杆组.当两原动件 1 、4 输入给定的具

体规律运动 ,依编好的程序可求得外部副 B 、D 的输

出运动.对 Ⅱ级杆组 ,外部副 B 、D 运动输入已知 ,则

杆组的运动输出也就确定[ 2] .

图 1　平面五杆机构

Fig.1　A planar five-bar mechanisim

2　机构运动分析矩阵法的一般形式

对平面多杆机构 ,具有确定运动的条件是原动

件数等于其所具有的自由度数.选择与机构自由度

数目相同的广义坐标作为机构的运动输入 ,则机构

就有确定的运动输出.若机构有 k 个自由度 ,则 k

个广义运动输入为

q=[ q1 , q2 , …, qk]
T ,

n 个广义运动输出为

u=[ u1 , u2 , …, un]
T ,

机构广义输入运动和广义输出运动可以是直线运动

或曲线运动.

机构广义结构参数向量是常数向量 ,可表示为

L=[ l 1 , l2 , … , lm]
T ,

向量的元素可以是尺寸参数或角度参数.

设机构的输入输出位移函数关系为一组独立运

动方程组[ 3]

F(q , u , L)=0 , (1)

F=[ f1 , f 2 , …, fn]
T
为n 个独立运动方程 ,可解出 n

个输出运动.

理论上 ,由式(1)得输入 、输出运动关系

u = u(q , L), (2)

但对于多输入 、多输出机构 ,式(1)通常为多元复合

隐函数 ,难以求得显函数式(2),更难以直接由(2)式

对时间求导得出输出构件的速度 、加速度.因此 ,直

接将式(1)对时间连续求导 ,可得到输出速度函数和

加速度函数的一般矩阵表达式

﹒u=-
 F
 u

-1  F
 q
﹒q , (3)

ü=-
 F
 u

-1 d
dt
 F
 u
﹒u+

d
dt
 F
 q
﹒q+
 F
 q

q̈ ,

(4)
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.

　　运用上述的矩阵分析法 ,可以求得机构的输出

速度和加速度.

3　常用平面五杆机构杆组运动分析数

学模型

3.1　原动件数学模型的建立

如图 1所示 ,在复数坐标系中 ,设原动件曲柄

AB 通过转动副A 与机架连接 ,复向量 AB 的模 r 为

常数 、幅角 θ为变量.如以转动副 A 为坐标系原点 ,

则曲柄端点 B 位置 、速度和加速度推导如下:

rB=re
iθ. (5)

将方程 (5)两边对时间 t分别求一阶 、二阶导数

得

﹒rB=ri ﹒θe
iθ, (6)

r̈B=re
iθ
(i θ̈-﹒θ

2
). (7)

　　将式(5)、(6)、(7)写成矩阵形式:

B=
xB

yB
=

rcos θ

rsin θ
, (5′)

﹒B=
﹒xB

﹒yB
=
-r ﹒θsinθ

r ﹒θcos θ
, (6′)

B̈ =
ẍB

ÿB
=
-r θ̈sin θ-r ﹒θ2cosθ

r θ̈cosθ-r ﹒θ2sin θ
. (7′)

另一原动件 ED 无论作何种运动 ,由于运动规

律已知 ,同理可求出其外部副 D 的 rD 、﹒rD 和 r̈D 及其

矩阵形式.

设平面五杆机构两原动件外部副 B 和D ,如图2

所示 ,添加虚拟杆 BD ,其位置矢量 lBD ,则矢量方程
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lBD=rD-rB.

把方程投影在 x 、y 坐标轴 ,可求得虚拟杆 BD

的杆长和角位置为

lBD= (xD-xB)
2
+(yD-yB)

2
, (8)

φBD=arctan
yD-yB

xD-xB
. (9)

图 2　RRRⅡ级杆组

Fig.2　RRRⅡ bar group

3.2　RRRⅡ级杆组数学模型

由 BC 、CD2个构件和 3个转动副所组成的 RRR

Ⅱ级基本杆组如图 2所示.两构件的长度 li 、lj 为常

量 ,该双杆组应满足 lBDmax≤li+lj和 lBDmin≥ li-lj 

的装配条件.

杆组 2个转动副 B 、D 的运动已知 ,可求构件

li 、lj的角位置φi 、φj ,角速度 ﹒φi 、﹒φj ,角加速度 φ̈i 、φ̈j

及构件BC上任意点P 的坐标 、速度和加速度.

3.2.1　杆组角位置 φi 和 φj 　在图 2 矢量三角形

BCD 中

γ=arccos
l
2
i+l

2
BD-l

2
j

2li lBD
, (10)

则 li杆的角位置为

φi=φBD+Mγ, (11)

式中 , γ取值范围为 0≤γ≤180°;M 称为位置模式系

数.当双杆组处于图中实线位置 BCD 时 ,角 γ是由

矢量 lBD沿逆时针方向转到矢量 li ,取 M =1;当双杆

组处于图 2中虚线位置 BC′D 时 ,角 γ是由矢量 lBD

沿顺时针方向转到矢量 li ,取M=-1.

C点位置方程为

xC =xB+licos φi

yC =yB+lisin φi
　, (12)

则构件 j的位置角

φj=arctan
yC-yD
xC-xD

. (13)

3.2.2　杆组角速度和角加速度　由于角位置 φi 式

(11)和 φj 式(13)都是多元复合函数 ,难以直接求导

得出角速度 ωi 、ωj ,角加速度 αi 、αj ,所以利用矩阵法

进行分析.

　　如图 2所示 ,杆组的矢量方程为

rB +l i=rD+lj ,

向 x 、y 坐标轴投影得

f 1=xB+licos φi-xD-ljcos φj=0

f 2=yB+lisin φi-yD-ljsin φj=0
,

由于

u=(u1 , u2)
T
=(φi , φj)

T
,

q=(q1 , q2 , q3 , q4)
T=(xB , yB , xD , yD)

T ,

F=(f1 , f 2)
T
,

令

Ci=licos φi ,

S i=lisin φi ,

Cj=ljcos φj ,

S j=ljsin φj ,

则

 F
 u =

-S i S j

Ci -Cj
,
 F
 q =

1 0 -1 0

0 1 0 -1
,

 F
 u

-1

= 1
S iCj-CiSj

-Cj -Sj

-Ci -S i

,

d
dt
 F
 u

=
-Ci ﹒φi Cj ﹒φj

-S i ﹒φi S j ﹒φj
,

d
dt
 F
 q

=
0 0 0 0

0 0 0 0
.

　　将上述各项代入式(3)、式(4),求得杆组的角速

度和角加速度:

ωi

ωj
=
﹒φi

﹒φj
=

1
CiS j-CjSi

-Cj ﹒xB-S j ﹒yB+Cj ﹒xD+Sj ﹒yD

-Ci ﹒xB-Si ﹒yB+Ci ﹒xD+S i ﹒yD
, (14)

αi

αj
=
φ̈i

φ̈j
=

　
1

CiS j-CjS i

Cj S j

Ci Si

Ci ﹒φ
2
i-Cj ﹒φ

2
j-ẍB+ẍD

S i ﹒φ
2
i-S j ﹒φ

2
j -̈yB+ÿD

.(15)

3.2.3　杆组任意点 P 的坐标 xP 、yP ,速度 ﹒xP 、﹒yP 和

加速度 ẍP 、̈yP　如图 3所示 ,设 P 点位于构件 li 上 ,

P 点距B 为 liP , l i与 l iP的夹角为αi ,矢量方程

rP=rB+liP

投影在 x 、y 坐标轴 ,可得
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xP=xB+lip cos(φi+αi)

yP=yB+liP sin(φi+αi)
, (16)

﹒xP=﹒xB -liP﹒φisin(φi+αi)

﹒yP=﹒yB +liP﹒φicos(φi+αi)
, (17)

ẍP =ẍB -l iP[ φ̈isin(φi+αi)+﹒φ
2
icos(φi+αi)]

ÿP =ÿB +l iP[ φ̈icos(φi+αi)-﹒φ
2
isin(φi+αi)]

.(18)

图 3　杆组任意点 P 的运动分析

Fig.3　Kinematics analysis of a point in RRRⅡ

　　若 P 点在构件 lj上 ,则由 rP=rD+ljP同理可求

得P 点的运动参数.

同理可建立 RRP 、RPR等 Ⅱ级杆组的运动分析

数学模型 ,过程不在此叙述.

4　程序结构组成与算例分析

4.1　程序结构组成

利用VB6.0面向对象的程序设计语言 ,基于前

述数学模型 ,开发出二自由度平面五杆机构的运动

分析与仿真程序.程序主设计界面负责基本杆组预

览及最终分析结果的显示 ,在子设计界面中输入已

知的原始数据(杆长 、原动件的运动情况等).根据本

数学模型编制的单杆构件 、原动件与机架组 、RRR、

RRP 、RPRⅡ级基本杆组运动分析子程序模块 ,能完

成各个基本杆组的运动分析 、运动线图的绘制 、分析

数据的显示及机构的动态仿真.

4.2　算例分析

图4所示二自由度平面混合驱动五杆机构由曲

柄 、RRRⅡ级杆组和滑块组成 ,曲柄 AB 和滑块D 为

原动件.曲柄 AB 以匀角速度ω=10 rad/ s逆时针方

向回转 ,滑块 D 沿滑道的位移SD =100+50 sin 10 t

(式中 SD 、t 的单位分别为mm 、s).构件 AB 、BC 、CD

杆长分别为 l1=20 mm , l 2=105 mm , l 3=55 mm ,滑道

偏心距 e=10 mm.坐标系如图 4所示.设该机构满

足可动性充分条件 ,利用本文建立的数学模型编制

的程序在原动件一个运动循环内对机构进行运动仿

真 ,结果如图 5所示.

图 4　二自由度平面五杆机构

Fig.4　A planar five-bar mechanism

图 5　构件 2、构件 3仿真运动线图

Fig.5　The results of simulation for bar Ⅱ and barⅢ

　　在上述算例机构中 ,设定铰点 C为输出端 ,采用

本文编制的仿真程序 ,在原动件一个运动循环内对

C进行运动分析 ,可得出 C点的位移 、速度 、加速度

运动参数.

在机构动力学仿真分析软件 ADAMS(Automated

Dynamic Analysis of Mechanical Systems)的环境下 ,采

用算例机构的具体参数建立机构的虚拟样机模型 ,

对机构进行运动仿真 ,直接从虚拟样机上提取 C 点

的运动参数[ 4 , 5] .

以上 2种结果的 C点轨迹曲线见图 6.

图 6　机构的输出端 C 运动轨迹图

Fig.6　The track of point C of the mechanism
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　　对比图 6(a)、(b)可知 ,虚拟样机仿真结果与理

论计算结果完全吻合.同样 ,依照本文编制的程序所

获得的 C点速度和加速度数据与虚拟样机上C点的

速度 、加速度仿真结果也完全吻合 ,说明本文建立的

数学模型和编程是正确的.

5　结论

本文建立了常用平面五杆机构杆组运动分析数

学模型 ,编制了基于该模型的机构运动分析软件 ,应

用虚拟样机技术对数学模型和编制的程序进行了验

证.由题例看出 ,该分析软件可有效地应用于常用平

面二自由度五杆机构的运动分析 ,精确计算任意 II

级机构当原动件在一个循环内时每个位置的运动参

数 ,自动绘制运动线图.任意输入原始数据 ,可获得

各种类型的平面五杆机构运动参数和运动线图 ,具

有较强的通用性.此外 ,所建立的数学模型可用于进

一步评价机构的运动和动力性能.
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