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一类带功能性捕食者-食饵系统解的渐近性
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摘要:研究了一类带功能性的具有周期系数的捕食者-食饵系统 ,系统捕食者和食饵 2 个物种在有界区域 Ψ内的相

互作用.应用周期上 、下解方法讨论系统的解的长时间渐近行为 , 得到相应的正解在拟解之间.
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Abstract:A kind of predator-prey system with periodic coefficients and functionality was discussed.In the sys-

tem , predator and prey interact each other in a bounded domain Ψ.An asymptotic behavior of the solution in

predator-prey system is presented by applying periodic upper solution and lower solution.And a conclusion was

drawn that the corresponding positive solution lies between the two quasisolutions.
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　　正平衡点和周期解的存在性和稳定性问题是数

学思想对生物种群持久性问题的准确而又科学的反

映 ,种群的持续生存实际上是生态系统的一种稳定

性.本文利用单调方法
[ 1]
和周期系统的周期上下解

方法[ 2] ,讨论了方程组平衡解的全局稳定性以及方

程组的解关于时间渐近性态 ,从而得到本文的主要

结果:定理 1 ～ 3.它对文献[ 3 ～ 5] 中所研究的系统

作了生物学意义下的改进 ,添加了功能性反应函数.

研究一类带功能性的捕食者-食饵系统:
ut -d1(t)Δu =

　u a(x ,t)-b(x , t)u-c(x , t)
v

1+h(x , t)u
,

　　　　　　　x ∈ Ψ, t >0
vt -d2(t)Δv =

　v -e(x ,t)-f(x ,t)v +g(x ,t)
u

1+h(x ,t)u
,

　　　　　　　x ∈ Ψ, t >0
Bu(x , t)=Bv(x , t)=0 , x ∈  Ψ, t >0 ,

(1)

u(x ,0)=u0(x), v(x ,0)=v0(x),
x ∈ Ψ (2)

式中 , u(x , t)和 v(x , t)分别表示食饵和捕食者的种

群密度 , Ψ是R n　中具有光滑边界的有界区域 , a(x ,

t)和 e(x , t)分别表示食饵的出生率和捕食者的死亡

率 ,系数 d1 , d2 , a , b , c , e , f , g 和 h 都是正的 、光滑

的和关于时间 t的 T-周期函数 ,系数的周期性反应

了季节的变化.u0(x)≥0 , v0(x)≥0 ,边界算子 Bu

=a0
 u
 n
+b0(x)u=0(x ∈  Ψ), a0 , b0满足 a=0 , b0

=1或 a0=1 , b0(x)≥0 , b0(x)∈C( Ψ), n 是 Ψ的

外法向.

1　预备

当 v=0时 ,对于方程

ut -d1(t)Δu =

　　u[ a(x , t)-b(x , t)u] ,

　　　　　x ∈ Ψ, t >0

Bu(x , t)=0 , x ∈  Ψ, t >0

(3)

有以下结论:
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引理 1
[ 6] 　特征值问题

 t -d1(t)Δ -a(x , t) =σ , x ∈ Ψ, t >0

B =0 , x ∈  Ψ, t >0

 是T-周期的 ,有一个主特征值 σ1(a)和一个正的主

特征函数 ,且 σ1(a)关于 a 是单调减少和连续的.满

足

(1)如果 σ1(a)≥0 ,则对每个非负初始函数 ,方

程(3)的零解是全局渐近稳定的;

(2)如果 σ1(a)<0 ,则方程(3)有一个正的周期

解 θ(x , t),且对每个非负的 、非平凡的初始函数 ,它

是全局渐近稳定的.

定义 1 　若光滑 T -周期函数( u , v)和(u , v)满

足

　　 u t -d1(t)Δ u = u [a(x , t)-b(x , t) u -

　　　　　c(x , t)
v

1+h(x , t) u
,

　　　　　　　　x ∈ Ψ, t >0

　　 vt -d2(t)Δ v = v [-e(x , t)-f(x , t) v +

　　　　　g(x , t)
 u

1+h(x , t) u
,

　　　　　　　　x ∈ Ψ, t >0

　　u t -d1(t)Δu =u [a(x , t)-b(x , t)u -

　　　　　c(x , t)
 v

1+h(x , t)u ,

　　　　　　　　x ∈ Ψ, t >0

　　 vt -d2(t)Δv = v [-e(x , t)-f(x , t)v +

　　　　　g(x , t)
u

1+h(x , t)u
,

　　　　　　　　x ∈ Ψ, t >0

　　B u =B u =B v =B v =0 , x ∈  Ψ, t >0

则( u , v)和(u , v)分别称为系统(1)的 T -周期拟

解.

引理 2
[ 2] 　若系统(1)存在一对 T -周期上 、下

解( u , v)和( u ,  v),则系统(1)存在一对 T-周期拟解

( u , v)和(u , v)满足:

 u ≤u ≤ u ≤ u ,

 v ≤v ≤ v ≤ v ,
x ∈ Ψ, t >0

且当初始函数满足

 u(x ,0)≤u0(x)≤ u(x ,0),

 v(x ,0)≤ v0(x)≤ v(x ,0),
x ∈ Ψ

时 ,方程(1)、(2)相应的解(u , v)满足

　
u(x , t)≤u(x , t)≤ u(x , t),

v(x , t)≤v(x , t)≤ v(x , t),
x ∈ Ψ, t ※∞

证明可见文献[ 2] .

系统(1)的 T-上 、下解的定义 ,详见文献[ 2] .

2　定理及证明

对于方程(1)(2)显然(0 ,0)是其下解.

若取常数

P >max
aM

bm
, ‖u0 ‖∞ ,

Q >max
-em +gM

P
1+hmP

fm
, ‖v0 ‖∞

,

其中

aM = max
x∈ Ψ, t≥0

a(x , t) ,

am = min
x ∈ Ψ, t≥0

a(x , t) ,

bm , em , gM , hm , fm类似 ,则(P ,Q)是方程(1)(2)的上

解.由文献[ 2]中的定理 2.1可知 ,方程(1)(2)存在

惟一解(u , v),且满足

(0 ,0)≤(u , v)≤(P ,Q),

x ∈ Ψ, t >0

　　由引理 1可知 ,当 σ1(a)<0时 ,方程(3)存在正

周期解 θ1(x , t),而当 σ1 -e+g
θ1

1+hθ1
<0时 ,方

程

vt -d2(t)Δv =v -e(x , t)-f(x , t)v +

　　　　g(x , t)
θ1

1 +h(x , t)θ1
,

　　　　　　x ∈ Ψ, t >0

Bv =0 , x ∈  Ψ, t >0

存在正周期解 θ2(x , t).

定理 1 　若 σ1(a)≥0 , σ1(-e)≥0 时 ,则方程

(1)(2)的解(u , v)满足

(u , v)※(0 ,0), x ∈ Ψ, t ※∞

证明　由 u , v 的非负性 ,有

ut-d1(t)Δu≤u[ a(x , t)-b(x , t)u] .

根据比较原理 u≤U , x ∈ Ψ, t>0 ,其中 U 是方

程

Ut -d1(t)ΔU =U[ a(x , t)-b(x , t)U]

　　　　　　x ∈ Ψ, t >0

BU(x , t)=0 , x ∈  Ψ, t >0

U(x ,0)=u0(x)

(4)

的解.根据引理 1 ,若 σ1(a)≥0 ,则方程(4)的解有

U※0 , x ∈ Ψ, t ※∞

从而

u※0 , x ∈ Ψ, t ※∞

对任给 ε>0 ,  T 0>0 ,使得 t>T 0时 ,有 u≤U≤ε.
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由于
u

1+h(x , t)u
是单调增加的 ,因而

vt -d2(t)Δv ≤ v [-e(x , t)-f(x , t)v +

　　　　g(x , t)
ε

1+h(x , t)ε
,

　　　　　　x ∈ Ψ, t >T0

　　根据比较原理 , v ≤V , x ∈ Ψ, t >T0 ,其中 V 是

方程

Vt -d2(t)ΔV =V [-e(x , t)-f(x , t)V +

　　　　g(x , t)
ε

1+h(x , t)ε
,

　　　　　 x ∈ Ψ, t > T0

BV(x , t)=0 , x ∈  Ψ, t >T0

V(x , T0)= v0(x , T 0)

的解.

因为 σ1(- e)>0 , 则对充分小的 ε, 必有

σ -e+g
ε

1+hε
≥0 ,再根据引理 1 ,有 V※0 , x ※

Ψ, t>T0 ,从而有 v※0 , x ∈ Ψ, t ※∞.

定理 2 　若 σ1(a)<0 , σ1 -e +g
θ1

1+hθ1
>0 ,

且 u0(x)不恒为零 ,则方程(1)(2)的解(u , v)满足

　　　　　(u , v)※(θ1 ,0), x ∈ Ψ, t ※∞.

　　证明　若 σ1(a)<0时 ,显然(θ1 ,0)为方程(1)的

半平凡周期解.由引理 1知 ,此时方程(4)的解 U 满足

　　　　　　　U※θ1 , x ∈ Ψ, t ※∞.

因而对任给 ε>0 ,当 T 1>T 0 , t >T1 时 , u ≤

U<θ1+ε,于是有

vt -d2(t)Δv ≤ v [-e(x , t)-f(x , t)v +

　　g(x , t)
θ1 +ε

1+h(x , t)(θ1 +ε)
,

　　　　　x ∈ Ψ, t >T1 (5)

当 σ1 -e+g
θ1

1+hθ1
>0时 ,对充分小的正数 ε,有

σ1 -e+g
θ1+ε

1+h(θ1+ε)
≥0.

　　根据比较原理 , v ≤ V , x ∈ Ψ, t >T1 ,其中  V 是

方程

 Vt -d2(t)Δ V = V [-e(x , t)-f(x , t) V +

　　　g(x , t)
θ1 +ε

1 +h(x , t)(θ1 +ε)
,

　　　　　　x ∈ Ψ, t >T1

B V(x , t)=0 , x ∈  Ψ, t >T1

 V(x , T1)= v(x , T1)

(6)

的解.

由引理 1有 , V※0 , t>T1 ,从而 v※0 , x ∈ Ψ, t ※

∞.因而 T2>T1 ,使得当 t>T2 时 ,有 v<ε,于是

ut -d1(t)Δu ≥

u[ a(x , t)-b(x , t)u -c(x , t)ε] ,

　　由比较原理 ,有 u ≥U
ε
, x ∈ Ψ, t >T2 ,其中 U

ε

是下列方程

U
ε
t -d1(t)ΔU

ε=

　 　U
ε
[ a(x , t)-b(x , t)U

ε
-c(x , t)ε] ,

　　　　　　　x ∈ Ψ, t >T2

BU
ε
(x , t)=0 , x ∈  Ψ, t >T2

U
ε(x , T2)=u(x , T2)

的解.

对充分小 ε,有 σ1(a -cε)<0 ,故 U
ε※θ1 , x ∈

Ψ, t ※∞,由于 U
ε≤u ≤U ,根据两边夹准则 ,得到

u ※θ1 , x ∈ Ψ, t ※∞.

定理 3 　若σ1(a-cθ2)<0 ,σ1 -e+g
Υ1

1+hΥ1
<0 ,

且 u0(x), v0(x)不恒为 0 ,则系统(1)存在一对 T -

周期上 、下解(θ1 , θ2)和(Υ1 , Υ2),且方程(1), (2)的

解(u , v)满足

(u , v)≤(u , v)≤( u , v),

x ∈ Ψ, t ※∞

其中( u , v)和(u , v)是方程(1)的一对周期拟解 ,满

足

Υ1≤u≤ u≤θ1 ,

Υ2≤v ≤ v ≤θ2 ,
x ∈ Ψ, t>0.

　　证明　当 σ1(a-cθ2)<0时 ,方程

Υ1t -d1(t)ΔΥ1 =

　Υ1[ a(x , t)-b(x , t)Υ1 -c(x , t)θ2]

BΥ1 =0

存在正周期解 Υ1(x , t).由比较原理可知 Υ1≤θ1 ,

x ∈ Ψ, t≥0.

当 σ1 -e+g
Υ1

1+hΥ1
<0时 ,方程

Υ2t -d2(t)ΔΥ2 =

　Υ2 -e(x , t)-f(x , t)Υ2+g(x , t)
Υ1

1+h(x , t)Υ1

BΥ2 =0

存在正周期解 Υ2(x , t).根据比较原理 ,有 Υ2≤θ2 ,

x ∈ Ψ, t≥0.

注意到(θ1 , θ2)和(Υ1 , Υ2)是方程(1)的一对

T -周期上 、下解.由引理 2 ,方程(1)存在一对 T -

周期拟解( u , v)和(u , v),满足
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Υ1 ≤u ≤ u ≤θ1 ,

Υ2 ≤v ≤ v ≤θ2 ,
x ∈ Ψ, t >0

且当初值满足

Υ1(x ,0)≤u0(x)≤θ1(x ,0),

Υ2(x ,0)≤ v0(x)≤θ2(x ,0),
x ∈ Ψ

时 ,方程(1)(2)的解满足

u(x , t)≤u(x , t)≤ u(x , t),

v(x , t)≤v(x , t)≤ v(x , t), x ∈ Ψ, t ※∞.(7)

　　下面证明对任一非负 、非平凡的初值(u0 , v0),

方程(1),(2)的解都有式(7)的渐近性质.

由σ1(a)关于 a 是单调减少的 ,当 σ1(a-cθ2)<0

时 ,有 σ1(a)≤σ1(a-cθ2)<0 ,由定理 2可知 ,  T1>

T0 ,当 t >T1 时 , u ≤U <θ1 +ε,以及式(5)成立 ,且

v≤ V , V 是方程(6)的解.对充分小的 ε,由于

σ1 -e +g
θ1 +ε

1 +h(θ1 +ε)
<

　σ1 -e +g
Υ1

1+hΥ1
<0 ,

根据引理 1 ,有  V※θ2 , x ∈ Ψ, t ※∞,因而 T 2′>

T1 ,当 t>T2′时 , v≤ V<θ2+ε.于是

ut -d1(t)Δu ≥

u a(x , t)-b(x , t)u -c(x , t)
θ2 +ε

1 +h(x , t)u
≥

u[ a(x , t)-b(x , t)u -c(x , t)(θ2 +ε)] ,

x ∈ Ψ, t >0

由比较原理 , u≥U ,其中U 是

Ut -d 1(t)ΔU =U[ a(x , t)-

　　　b(x , t)U -c(x , t)(θ2 +ε)] ,

　　　　　x ∈ Ψ, t >T2′

BU =0 , x ∈  Ψ, t >T2′

U(x , T2′)=u(x , T2′)

的解.

由于 ε的充分小以及 σ1(a -cθ2)<0 , 根据引

理1 U※Υ1 , x ※Ψ, t ※∞,因此 T3′>T2′,当 t >

T3′时 , u≥U >Υ1-ε,于是

vt -d2(t)Δv ≥

v [-e(x , t)-f(x , t)v +

g(x , t)
Υ1 -ε

1 +h(x , t)(Υ1 -ε)]
,

x ∈ Ψ, t > T3′

由比较原理 v≥V ,其中V 是方程

Vt -d2(t)ΔV =

　　 V [-e(x , t)-f(x , t)V +

　　　g(x , t)
Υ1 -ε

1+h(Υ1 -ε)]
,

　　　　　x ∈ Ψ, t >T3′

B V =0 , x ∈  Ψ, t >T3′

V(x , T3′)= v(x , T3′)

的解.

由于 ε的充分小以及σ1 -e+c
Υ1

1+hΥ1
<0 ,

根据引理 1 V※Υ2 , x ※Ψ, t ※∞,因此 T4′>T3′,

当 t>T4′时 , v≥V>Υ2-ε.

综上所述 ,得到(θ1 , θ2)和(Υ1 , Υ2)是系统(1)的

上 、下解 ,即 Υ1≤u≤θ1 , Υ2≤v ≤θ2 , x ∈ Ψ, t>T4′,

在方程(1)(2)中 ,若取 T4′为初始时间 ,则可知方程

(1)(2)的解具有式(7)的渐近性质.

注:当 h(x , t)=0时 ,与文献[ 3]结论一致.
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