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摘要:对新的预条件线性系统中 , 当 A为奇异矩阵时的收敛性进行了研究 ,得到一些充分必要条件.
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Abstract:The sufficient and necessary conditions for the AORmethods convergence when A is a singular ma-

trix is presented in the paper.
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　　考虑线性方程组

Ax=b , (1)

其中 , A是n×n方阵 , x 与b 均为 n 维向量 ,求解线

性方程组式(1),当 A是大型的稀疏矩阵或是重要的

特殊矩阵 ,例如:A 是M-矩阵 、对称正定矩阵时 ,常采

用迭代法求解.该方法与直接方法相比有许多优点.

对于 A的任意分裂A=M-N ,M 是非奇异的 ,

求解线性方程组(1)的基本迭代方法是:
x
(k+1)=M-1

Nx
(k)+M-1b ,(k=0 ,1 ,2 ,3 , …)

其中 ,M-1
N 称迭代矩阵.通常设 A=D -L -U ,

其中 D 、L 和U分别是A的对角 、严格下三角矩阵和

严格上三角矩阵.古典 Jacobi方法和Gauss-Seidel方
法的迭代矩阵分别为 J =D-1(L +U)和 T =(D -

L)-1 U ,AOR方法即加速超松弛方法的迭代矩阵为

L(γ, ω)=(I-γL)
-1
[(1-ω)I+(ω-γ)L +ωU] .

在本文中 ,总假设 A为 Z-矩阵 , A=I-L-U ,其
中 , I为单位矩阵 ,L 为严格下三角矩阵 , U为一般的非

负矩阵.为了加速迭代矩阵收敛速度和改善收敛性 ,常

用某些非奇异矩阵 P 对式(1)进行预处理 ,即考虑

PAx=Pb , (2)

称解式(2)的 AOR迭代法为预条件 AOR迭代方法

(PAOR方法).

最近 ,关于一类新的解线性方程组预处理技术

由 Evans 等[ 1] 得到 , 其给出预条件矩阵分别为

P =I+S 1和 P=I+S2 ,其中

S 1 =

0 0 … 0 0

0 0 … 0 0

   

0 0 … 0 0

-an ,1 0 … 0 0

, (3)

S 2 =

0 0 … 0 -a1 , n

0 0 … 0 0

   

0 0 … 0 0

0 0 … 0 0

, (4)

由式(1)可得预条件线性系统

A1x=b1 , (5)

A2x=b2 , (6)

其中 , A1=(I+S1)A , b1=(I+S1)b , A2=(I+S2)A ,

b2=(I+S 2)b.其考虑了式(2)的 AOR迭代方法 ,

证明了 PAOR方法比AOR方法收敛更快.

本文主要给出解相容线性方程组预条件AOR方

法(PAOR方法)的收敛分析.

1　引理

引理1
[ 2] 　设 A 是 Z-矩阵 ,则下列各款是等价

的:①A 是非奇异 M-矩阵;②有一正向量 x ,使得

第 26 卷 第 2 期
　2005 年 4 月

　　　　　　　　　　　 华南农业大学学报
Journal of South China Agricultural University

　　　　　　　　　　　Vol.26 , No.2
　Apr.2005



Ax>>0;③A的所有主子矩阵是非奇异 M-矩阵;④

A 的所有主子式为正.

引理 2
[ 2]
　设 A =M -N , A 为 M-矩阵 , 则

ρ(M
-1
N)<1 ρ(M

-1
N)=1 的充要条件是 A 为

非奇异(奇异)M-矩阵.

引理 3　设 A 是 Z-矩阵 ,则 A为非奇异(奇异)

M-矩阵当且仅当 A1 =(I+S1)A 是非奇异(奇异)

M-矩阵.

　　证明　情况 1:设 A 是非奇异M-矩阵 ,且 A1≡

(I+S1)A=(a′ij),则

a′ij =
ai , j , 1 ≤ i <n

an , j -an ,1a1 , j. i =n

　　由于 A为Z-矩阵 ,则 a′ij≤0(i≠j),即 A1 是Z-

矩阵.因为 A 是非奇异 M-矩阵 ,所以由引理 1存在

x >>0使得 Ax >>0.也有 A1x=(I+S1)Ax >>0 ,

又由引理 1得 A1是非奇异M-矩阵.

若 A1是非奇异M-矩阵 ,因为 I +S1 是非奇异

的 ,(I+S1)
-1为 M-矩阵 ,而且 A 是Z-矩阵 ,由文献

[ 2]第二章推论 3.4得(I+S1)
-1

A1=A 为非奇异

M-矩阵.

情况 2:假设 A是奇异M-矩阵 ,设 A=(I-L)

-U是A的M-分裂 ,其中 L≥0为 A的严格下三角

阵 , U 为一般的非负矩 阵 , 那么由引 理 2 得

ρ(I-L)-1U =1.设 A1 =(I +S1)A =(I +

S1)(I-L)-(I+S1)U≡M-N ,设

L =

0 0 … 0 0

-a′2 ,1 0 … 0 0

-a′3 ,1 -a′3 ,2 … 0 0

   

-an ,1 -a′n , 2 … -a′n , n-1 0

则

M =(I +S1)(I -L)=

1 0 … 0 0

-a′2 ,1 1 … 0 0

-a′3 ,1 -a′3 ,2 … 0 0

   

0 -a′n ,2 … -a′n , n-1 1

=

1 0 … 0 0

0 1 … 0 0

0 0 … 0 0

   

0 0 … 0 1

-

0 0 … 0 0

-a′2 ,1 0 … 0 0

-a′3 ,1 -a′3 ,2 … 0 0

   

0 -a′n ,2 … -a′n , n-1 0

≡

　I -B.

　　因此 , B≥0 , ρ(B)<1.故 M为非奇异 M-矩阵.

又 N =(I+S1)U≥0 ,则 A1≡M -N 也是 A1 的M-

分裂 ,且 ρ(M-1
N)=ρ(I-L)-1 U =1 ,同样由引

理2得 A1 是奇异M-矩阵.反之 ,假设 A1 是奇异M-

矩阵 ,类似 A1 为非奇异 M-矩阵情况证明A 为非奇

异M-矩阵 ,可证得 A是奇异M -矩阵.

综上所述 ,引理 3得证.

引理 4
[ 2] 　M-矩阵A 具有性质 c的充要条件是

ind0(A)≤1.

引理 5　A是具有性质 c的M-矩阵的充要条件

为A1是具有性质 c的M-矩阵.

证明　若 A 或 A1 是非奇异的 ,结论显然.下

面 ,总认为 A 或A1是奇异的.设 A是具有性质 c的

M-矩阵 ,由引理 3可知 , A1 是奇异 M-矩阵.因为 A

具有性质 c ,由引理 4 有 ind0(A)=1.设 A=(I -

L)-U为M-分裂 , L 、U 分别是 A 的严格下和一般

的非负矩阵.有 ρ(I-L)-1 U =1 ,又由引理 3的

证明有

A1=(I+S1)A=

(I+S1)(I-L)-(I+S1)U=M-N

为M-分裂 ,

ρ(M-1
N)=ρ(I-L)-1 U =1 ,

则有

ind0(A1)=ind0(M
-1
N)=

ind0 (I-L)
-1
U =ind0(A)=1 ,

从引理 4 ,可知 A1 是具有性质 c 的M-矩阵 ,必要性

得证.由于上述每一步均可逆 ,由此得充分性.

引理 6
[ 2] 　设 A 为M-矩阵且A=(ai , j), a i , i >

0 , i∈〈n〉,则 A 具有性质 c 的充要条件是 D
-1
A 为

具有性质 c的M -矩阵.

引理 7
[ 2] 　设 H 为谱半径ρ(H)=1 的非负矩

阵 ,设 T=I-H , Hb=(1-b)I+bH ,则下列各款是

等价的:

①T 是具有性质 c的M-矩阵;

②存在 b , b ∈(0 ,1),使得 Hb 是收敛矩阵;

③对区间(0 , 1)中的每个 b ,有 Hb 是收敛矩阵.

引理 8
[ 3]
　设 A ∈R

n×n
, A=M-N 为M-分裂 ,

则M
-1
A是M-矩阵的充要条件是 A为M-矩阵.

引理 9　L(γ, ω)=(I-γL)
-1[(1-ω)I+(ω-

γ)L+ωU] =(1-ω)I+ωL(γ, 1)

证明 L(γ, ω)=

(I-γL)
-1
[(1-ω)I+(ω-γ)L+ωU] =

(I-γL)-1[(I-γL)-ω(I-γL)+ω(1-γ)L+ωU] =

(1-ω)I+ω(I-γL)-1[(1-γ)L+U] =
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(1-ω)I+ωL(γ,1).

2　定理及证明

定理 1 　设 A =(a i , j)是奇异 M -矩阵 , 且

a1 , nan , 1<1.设 A=I-L -U , L 、U分别是严格下三

角 、一般的非负矩阵 ,令

A1 =(I +S1)A =D1 -L1 -U1 ,

这里 D1 、L1、U1 分别为 A1的对角 、严格下三角和一

般的非负矩阵.设

L(γ, ω)=(D1-γL1)
-1[(1-ω)D1+(ω-γ)L1+ωU1] ,

其中 , γ∈[ 0 ,1), ω∈(0 ,1),则式(5)的 PAOR迭代方

法对于任意初始向量 x0 都收敛于线性方程组的某

个解 x 的充要条件是A 为具有性质 c的M-矩阵.

证明　设

A1=(I+S1)A=D1-L1-U1=
1
ω
(D1-γL1)-

1
ω
[(1-ω)D1+(ω-γ)L1+ωU1] =M-N ,

其中 , D1=diag(1 ,1 , …,1-a1 , nan , 1),设 A 是具有性

质 c 的奇异M-矩阵 ,由引理 3 、引理 5 ,则 A1=(I+

S1)A =D1 -L1 -U1 也是具有性质 c 的奇异 M-矩

阵 ,即 ind0(D
-1
1 A1)=1和

ρ(L1′+U1′)=1 ,

这里 L1′=D
-1
1 L1 、U1′=D

-1
1 U1.当 0≤γ<1 ,

D
-1
1 A1=I-L1′-U1′=(I-γL1′)-[(1-γ)L1′+

U1′] =M1-N1为M-分裂 ,则

ρ(I-γL1′)
-1
[(1-γ)L1′+U1′] =1 ,

即 ρ(D1 -γL1)
-1[(1 -γ)L1 +U1] =1 ,

故 ind1 (D1-γL1)
-1[(1-γ)L1+U1] =

ind0(D
-1
1 A1)=1.

因此 , I-(D1-γL1)
-1
[ (1-γ)L1+U1]是具有性质

c的M-矩阵[ 4] .显然 ,

(D1 -γL1)
-1
[(1-γ)L1 +U1] ≥0 ,

由引理9得

L′(γ, ω)=

(D1-γL1)
-1
[(1-ω)D1+(ω-γ)L1+ωU1] =

(1-ω)I+ω(I-γL1)
-1[(1-γ)L1+U1] ,

再由引理 7可知 L′(γ, ω)收敛.

反之 ,假设 AOR迭代矩阵 ,

L′(r , ω)=

(D1-γL1)
-1[(1-ω)D1+(ω-γ)L1+ωU1] =

(1-ω)I+ω(I-γL1)
-1
[(1-γ)L1+U1] =

(1-ω)I+ω(D1-γL′1)
-1[ (1-γ)L′1+U1′]

是收敛的.由于 A=(I+S 1)A=D1-L1-U1 是奇

异Z-矩阵 ,所以 ,

D
-1
1 A1 = I -(L′1 +U′1), ρ(L′1 +U′1)≥1 ,

其中 , L′1=D
-1
1 L1 、U′1 =D

-1
1 U1.当 0≤γ<1 时 ,

易知 ρ(I-γL′1)
-1[(1-γ)L′1+U′1] =1 ,

而且 (I-γL′1)
-1[(1-γ)L′1+U′1] ≥0 ,

由引理 7可得

A1 = I -(I -γL′1)
-1
[(1 -γ)L′1 +U′1]

是具有性质 c的M-矩阵.由于

(I-γL′1)A1=(I-γL′1)-[(1-γ)L′1+U′1] =

(I-L′1)-U′1

为M-分裂和A1 为具有性质 c 的M-矩阵 ,由引理 8 ,

我们有(I-γL′1)A1 也是M -矩阵 ,这意味着

I -(L′1 +U′1)=D
-1
1 A1

为M-矩阵.有

ind0(D
-1
1 A1)=ind0(A′1)=1 ,

因此 , D
-1
A1 是M-矩阵且具有性质 c ,又由引理5和

引理 6 ,我们可知 A是具有性质 c的M-矩阵.至此 ,

定理 1已得证.

类似定理 1 ,我们有定理 2.

定理 2 　设 A =(ai , j)是奇异 M-矩阵 , 且

a1 , nan , 1<1.设 A=I-L-U , L是严格下三角的非

负矩阵 , U是一般的非负矩阵.令

A2 =(I +S2)A =D2 -L2 -U2 ,

这里 S2形如式(4), D2 、L2 、U2 分别为 A2的对角 、严

格下三角和一般的非负矩阵.设

L″(γ, ω)=

(D2-γL2)
-1[(1-ω)D2+(ω-γ)L2+ωU2] ,

其中 γ∈[ 0 ,1), ω∈(0 ,1).则式(6)的 PAOR迭代方

法对于任意初始向量 x0 都收敛于线性方程组的某

个解 x 的充要条件是A 为具有性质 c的M-矩阵.
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