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多圆盘上混合范数空间上的一类积分算子
钟巧红张国权2

(1嘉应学院数学系，广东梅州 514015; 2 华南农业大学理学院，广东广州 510642)

摘要:将 Kuren 等人在多元单位开球算子方面结果进行推广，得到了多圆盘上海合范数空间上一类积分算子有界

的充分必要条件.
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A Class of Integral Operators on Mixed Norm Spaces on the Polydisk 

ZHONG Qiao-hongJ , ZHANG GuωO叩

(1 Dept. of Mathematics , Jiaying University , Meizhou 514015 , China; 

2 College of Sciences , South China Agric. Univ. , Guangzhou 510642 , China) 

Abstract: Some sufficient and necessary conditions for the boundedness of a class of integral operators on 

mixed norm spaces on the polydisk are obtained. 

Key words: mixed norm space; integral operators; polydisk 

用 B 表示C"中的开单位球， dv 表示 B 上规范化

的Lebesgue 测度，即 v(B)= l.，uα(α> -1) 为加权的

Lebesgue 测度，其中中α=cα (1一 1 Z 1 2 )α dv(z) ， cα 是

规范化的常数，满足ι (B) =1. 如果 α> - 1 ，用

U饵， dvα )(O<p< ∞)表示 B 上满足如下条件的可

测函数空间

L lf(z) 1咆 (z) = 

让 lf( z) 1 p (1 -1 z 1 2 )αdv(z) < ∞ 

Kurens 等川引进了积分算子 T = T叭c 与

S = Sa.b.c ，其定义为

Tf(z) = Ta.b.J(z) = 

( (1 -1ω1 2 ) b 

(1 一 1 z 1 2 )αL(1-<z ，ω>)cf(ω) dv(ω) , 

吁(z) = Sa.b.J(Z) = 

( (1 -1ω1 2 ) b 

(1-lzI2)α JB ~】 )|cf(ω) dv(ω) . 
JB I 1 - < Z. (0 > I 

其中 αJ 与 C 是实参数.当 α=0 且 c=π+ 1 + b 时，
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Forelli 等 [2] 得到了 TO . b . n + J +b在 U(B) 上有界的充分

与必要条件.算子 TO ， b ， n+J +b在其他函数空间上的有

界性研究可参见文献[ 3 -7 J. Kurens 等川得到了算子
T = Ta . b . c与 S = Sa.b.c在 U(B ， dvα) 上有界的充分必要

条件.

本文将考虑多圆盘上的类似积分算子.首先，引

进一些记号.用 Dn 表示C n中多圆盘，T" 表示 Dn 的

特异边界 ，H(Dn ) 表示 Dn

上全纯函数空间.记

Mp (J, r) = 11只 r) 11 LI'( 俨 dmn ) , 

r = (rJ ,…, rJ E r , 0 < p 运∞

其中 ι = [O ,1) n ,fEH(Dn
) ， dmn 是 Tn上的规范化 π

维 Lebesgue 测度，满足 mn (T n
) = 1.多圆盘上的海合

范数空间 L(p ， q ， α) 指的是满足

llfllp ， q α=IU(1-俨1阳，咱旷<∞，
o < q < ∞， 

llfllp ， q α= …翌日(1-巧)α'iMp (J， r) < ∞ ， q = ∞ 

的所有可测函数构成的空间，其中 p ， q >0 ， α= (αJ' 
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αJ. ì己

r ~ 2 . 1 
Pa(z) = f(α+ 1) 1 Re一一~ -1 I ,z E D ,a ~ O. 
α (I - z)• j 

Qα (z) = rcα+ 1) 1m 一一旦一~，Z ε D ， α 注 o.
(1 - z) ai 一

易知 Po(z) =P(z) 是 Poisson 核 ， Qo(z)=Q(z)

是共韧的 Poisson 核.又记

pα (z ，O = Pα (zO ， Qα (z ，O = Qα (z ，O ， z ， ÇED. 

设 α= (α1 ,… ,a n ) ， αz 注O ， z ， ç EDn ，定义

Pα (z ，O = 口 Pai(Zi ， ÇJ ， Qα (z ，O = f1 Q叫 (Zi ， ÇJ

现在，引进一类新的积分算子 Ta . b . c和 Sa.b.c ，

Ta . b . c (β (z) = 

(1-lzI2 )αt (1-lçI2 )b pc (z ,Of(Odm2n (Ç) , 

(1) 

Sa ,b,c(f) (z) = 

( 1 一 1 Z 1
2 )α !vn(l-1旷 ) b 1 Pc (Z ,Ç) If(ç) dm2n (0 , 

(2) 

其中 α= (α1 ,…, an) , b = (b 1 , … , bn) , c (c 1 , 

Cn ) ,a i ,bi ,Ci , i = 1 ，…凡是实参数.本文的主要结论

是如下定理:

定理设 1 ~p ， q < ∞，则下列条件等价:

(a) Ta . b • c在 L(p ， q ， α) 上有界;

(b) Sα b.c在 L(p ， q ， α) 上有界;

(c)bi +l> α> - ai 且
α+α + b, + 1 ~ c, >α+ 矶 ， i = 1,… ,n. 

在本文中， C 代表常数，并且不同的地方可以不

1 1 
同，p'表示 p 的共扼， RIlE-+37=l

1 几个引理

Jn(1- 叫[...[g(t)dt fdr ~ 
CL (1 -俨gq(忡

Lxf3 ((...(g(t)dt f出~ C L. xf3 +q gq ( x) d耳

其中 C 仅依赖于 α ，β ， q ， π.

2 定理证明

将按照(C) =亨 (b)=丰 (α)=丰 (C) 的次序证明.
假设 bi + 1 >αi> - 屿， αi+ αi + bi + 1 ~Ci > 问+

α i = 1 … n 

设f(z) ε L(p ， q ， α ) ， I~q< ∞.由 Minkowski 不

等式及引理 1 有

Mp(Sa ,b,J ,r) ~ 

(1- r2
) 
a t ( 1-1 矿 )

b 

1 
Pc(r ,O 1 吨的ρ) d11lzm (ç) 运

C(1 - r)a (fo...[ + L汁阳，p)ffh
利用三角不等式及引理 2 可得

11 Sa ,b,J11 p ， q α= 
11 (1 - r)飞 (Sa ， b ， cf;r) 11 Lq[dr/ (1 -r)] 严

C 11 (1 - r) α叮
q

…VDUWJι寸+
11 

,- J 0 J 0 
p V 'r' (1 -ρr-

D 

11 Lq( dr/ (1 -r)) 

C叫C// (1 -俨cL:-- -f介归:〉〉(υ1 -川pσωω;沪;p)川)叶q气勺阳川(忖陆阳阳d世M蚓r/叫/汀…(
C咐[Lμ扒n(川(υ←1卜川-→r俨)叫[...[茫黑泸由ρ
C[L川

[1.μ扒n(ρ(υ←1卜-俨叫 1 - r 附阶r) rdr r句+飞(1 - rr-b•.• pV 
" 

I 

J 

C I L.xq (叫-c) -1 ( r… [ηbMp (f;1 - η)dηfdx r
q

运
在这一节中，将给出主要结论的证明，为此先给 v 、 JO 刊

出几个引理.

则

引理 1 [8] 设 αz 二三 0 ， 71一 <p 运∞(1::三 i 运 π) . 
1 +α 

1 P(z ,O 1 运的，π) 口 τ」
=1 11 - Cz 

1 Q(Z ,O 1 运 C( a ,n) f1 14!IMï ,z ,Ç E D
n

, 
=1 11 - í ,z 

Mp (f， r) 运 C(α ， n ，p) 门 l i+ 1忡 ， r E r. 
f=i(l-rJ a + 

引理 2 [8] 如果 g( t) 二三 o ， t ε r ， 1 ，;:三 q< ∞，βi<
-1<αi (1 ~i"三 n) ，则

C [Ln
(1 -俨川

C [1.xq(a+a叮)叫
CI扩11川α ，

从而 S叭c在 L(p ， q ， α) 上是有界的.
(b) 斗 (α) 是显然的.下面证明 (α) 二字 (C) . 假设

Ta . b . c在 L(p ， q ， α) 上有界， ep对任意的fEL(p ， q ， α) , 

11 Ta ,b,c 11 p ， q α 笔 C Ilfllp ,q,a ' 

其中常数 C 不依赖于1 选取多重指标 N= ( 叫，…，

N.) ，要求 Nj 足够大，使得

fN(Z) (1 - Izl2 ( E L(p ,q,a) , 



116 华南农业大学学报 第 28 卷

易知存在常数 C(α ， b ， c ， N)满足 T叭c (fN) (z) = C (α ， 

b ,c ,N) (1 - 1 z 12 )α. 因此对所有的 i E [1 月]，成立

+∞> 11 Ta ,b,c (fN) 11 ;， q α 运
C(α ， b ， c ， q ， NA)Jn(1-r)(川)q-l dr , 

从而不等式 α > -a; 成立.用 T:. b • c表示 Ta . b . c 的伴随
算子.易知

T:. b.c (刀 (z) = 

(1-lzI2) 们11n(1-|5|2)叫 1pc(ZJ)fU)d凡(t)

由文献[9] ， L(p ， q ， α) 的对偶空间可视为 L(p' , 

q' ， αqlq'). 从而由 Ta• b . c 在 L(p ， q ， α) 上有界可知，

TJb c在 L(p' ， q' ， αqlq') 上有界， ~p对任意的fEL(p' ，

q' ， αqlq') ，成立

11 Ta*,b,JII p' ， q α叫运 CIVllp' ， q 呐 (3) 

如果 1 < q < ∞，选取多重指标 N = (风，…，
NJ ，要求 Nj 足够大，使得儿 (z)=(I-lz 尸 (ε

L(pFJ ， αqlq') ， 从而 T:ω(儿 )(z)=C(I­

Iz 1
2 ) b+1- aq • 因此

+∞ >11 几 cUN)||;二 α的注 CL(1-r)q(机1 呵)叫 dr ，

其中常数 C 仅依赖于 α ， α ， b ， q ， N ， π. 上面的不等式

表明 q'(b;+I- α;q) + α;q >0 ， 而这等价于

bi + 1 >屿， 1 ::二 ~ζπ.

如果 q = 1 ，由不等式(3) 可知

11 T:,b,c (fN) t ∞ o 运 CIVllp ∞ 0' Vfε L(p' ， ∞，0) 
(4) 

用 T:. b • c作用儿(z) 可得

+∞> 11 Ta*,b,c (儿)t ∞口 =C53(1-r2)川
从而对所有的 1:::;民 n ，有 bi + 1~α" 

如果能证明 bi + 1 =αz 对所有的指标 i 都不可能

成立，则完成了定理的证明.不失一般性假设 b1 + 1 = 

αl' 则对给定的 S ED
n

，考虑函数

g, (z) = 1 p时b+1(S ， Z) IIP川+l(S ， Z) ,z E D
n

, 

易知 Ig， (z)I==1 并且对每个 S εDn ，有 Ig， (z)IE

L(p'夕，0) ，从而 Ta*， b ， c (g, ) ε L(p' ， oo ， 0). 令 z =S ，有

T:.b.c(gJ (z) = 

CB (l 一 1 Zj 12 ) b
j
+ l-ai 

D JD (1 - 1 t j 1
2 )付1 1 气川弓 ，t) 1 dm2 (t) 

注意到 h (1， I ， α) 中调和共辄的有界性[叫，有

Ta*,b,c(gJ (z) 注 Clog 一」一一
1 - IZl l' 

让 Iz1 1→1 ，将得到一个矛盾.因此鸟+ 1 =句对任何
指标j 都不成立.从而完成定理的证明.
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