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局部网格加密技术在混凝土裂缝扩展模拟中的应用
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摘要:采用有限元分析混凝土裂缝问题时，常遇到无法 步到位地确定采用什么样的剖分方案使有限元计算能到

达精度要求.针对这一问题，文章提出一种局部网格加密技术，网格根据计算精度要求以及混凝土开裂位置对原

有网格进行局部加密，并且利用非协调网格算法进行计算，通过 2 个算例证明，局部网格加密在保证达到精度要求

的条件下，将会大大陆少计算机计算量.
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Abstract: In using finite element method to analyze concrete cracking , the difficulties are how ωchoose 

the mesh ωmeet the preclslOn of calculation. For this reason , a local mesh refinement technique was 

presented. According to the precision requirement and the lacation of concrete cracking , the raw mesh 

was locally refined and incompatible mesh algorithm was used. Two examples showed that the local re­

fined mesh technique was reasonable and substantial. 
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混凝土的抗拉强度相对较低，由于拉应力容易

引起开裂，而混凝土裂缝对结构构件基本性能影响

较大.对于用有限元法分析钢筋泪凝土的开裂问题，

过去己提出过几种不同的模式，如离散裂缝模式[1] 、
弥散裂缝模式[2.6] 以及断裂力学模式[7.9] 离散裂缝

齐法的缺点是需要事先假定裂缝的位置和方向，这

是一个较难解决的问题，因此目前较少采用[10] 而

采用弥散裂缝方法则是在力学上模拟裂缝开展，在

建立单元刚度矩阵时，考虑裂缝的影响，因此不需要

重新剖分网格，但由于该方法将单个裂缝扩大到整

个单元，因此弥散裂缝模型难以描述裂缝附近结构

性能，这与实际情况相差较大[叫.由此可知小网格

将比大网格的计算精度高，即需要对网格进行加

密.常规的有限元网格加密一般采用全协调连续

加密方法，这种解法的缺点在于当对一部分结构进
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行网格加密时，相应地，其余部分都要进行加密，新

生成的加密点都要参与有限元计算，这样势必会造

成经济与时间的浪费.因此，合理的网格加密策略

应该是对于没有达到开裂坏条件的单元仍然采用

初始网格，而对于达到开裂条件的单元则进行网格

加密，即局部加密.局部加密作为一种新技术，具

有高度节约计算量和计算机存储量以及提高模拟

精度的优点[ll] 由于局部加密后，新旧网格之间会

出现一些非协调点，如何处理这些非协调点近年来

也得到了进一步研究[12.13] 本文将采用文献[ 13 ] 

的方法进行处理，即以协调节点集的位移变量作为

基本变量，非协调节点集的位移变量作为从变量，

通过线性插值建立从变量与基本变量之间的线性

关系，从而导出以基本变量作为未知量的总体线性

方程组.
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1 网格加密方法的实现

首先对分析的结构或试件进行初始网格计算，

判断达到开裂条件的单元，对已经达到开裂条件的

单元根据要求进行局部加密.

1. 1 判断网格需要加密的条件

本文采用的判断加密的准则是通过损伤变量值

来判断，当单元中任意高斯点的损伤模量达到一定

值时，则该单元需要进行加密.
损伤变量( d)诈算[14]

d=l-J去问[ -b(6. -60) ]叫[ -2h (6. -60 )]1 , 

b= 3 

句(在-1)
式中，6 为等效应变，其求解方法见文献[ 15 ]川。为

当材料达到单轴拉伸强度极限兀的峰值应变 ;E 为

弹性模量 ; ， Gf 为断裂能 ， lch为特征长度(数值一般取

单元尺寸的 1 - 3 倍) . 
求出损伤变量之后，从损伤变量分布图可以了

解结构的初始开裂部位，此时则可以根据需要来对

初始网格进行加密.本文中设置为:当 d~O.l 时，网

格进行加密.

1. 2 网格局部加密过程及其处理方法
无论是连续加密还是局部加密，都要对新生成

的网重新进行有限元分析运算.而根据1. 1 的加密

判断条件，局部加密网格可能会出现在原初始网格

的任何地方.网格进行加密后，对于被加密的初始网

格，其网格边界必将有新增的节点，如果采用连续协

调加密，由于新生成的节点较多，因此在有限元程序

中需要求解的方程数就会增加，对于大型的结构，往

往要耗费很多计算时间.而采用局部非协调加密网

格，对于结构内部单元，局部加密点根据位置不同可

以分为:局部加密后的单元与未加密单元的边界将

会出现非协调点;单元内部加密点(作为基本点的加

密点) ;约束边界上的加密点(图1).对于非协调点

的变量，将在有限元分析方法中作为从属变量，通过

对基本变量进行线性插值而得到;对于单元中的加

密点，由于新生成的单元之间是连续的，故将作为基

本节点参与有限元计算中;对于约束边界上的新增

节点，要相应修改约束条件对于本文涉及的非协调

网格问题，采用以交接边界上初始网格的位移变量

作为基本标量，其点集称为协调节点集;而交界边上

新增加密点的位移变量作为从变量，其点集称为非

协调点集.通过线性插值建立从变量与基本变量之

间的线性关系，从而导出以基本变量作为未知量的

总体线性方程组，具体方法见文献[13 J. 

。-一-非协调加密点 ìncompatible refined point 
1::.-一-基本点 basic refine poi nt 
口一一-约束边界上的加密点 refined poinl al conslraint boundary 

图 1 局部加密点的定义

Fig. 1 Definition of local refined mesh point 

1.3 插值点和插值系数的求解

上述对局部非协调网格问题求解的关键是确定

与文献[13 ]中式 2.70 - 2. 71 对应的基本变量和相

应的插值系数.从非协调点的定义可知，对于二维问

题，非协调点只可能出现在单元的边界线上，因此只

需要对单元四周边界上的非协调点进行插值;对于

三维问题，非协调点不仅会出现在单元的边界线上，

而且还可能出现在单元的边界面上，因此不仅需要

对单元所有边界的非协调点进行插值处理，也需要

对面上的非协调进行插值.以 1 个四边形面单元(图

2) 为例，图中 α、b 、c 、d4 个角点在局部坐标中的坐标

值分别为(1， 1) 、( -1 ， 1) 、 (-1 ， -1) 、( 1 , - 1 )~，对

线或面上非协调点插值系数的求解分别介绍如下:

b 2 n G 

2 

-·5 • 
r 

m-l 」

m 

C a 

图 2 线及面上协调点的插值系数求解

Fig.2 Solution of interpolation on line or surface 

1. 3.1 线上非协调点插值~数的求解 假如一条

线(如图 2 中线段 ab) 上有 π 个非协调点，需要求解

他们的插值系数，基本点为该线段的 2 个端点 α 和

b ，也就是说式 2.70 -2.71 中的与和马都为 2 ，第 1

个非协调点的插值系数分别为 1I(n+1) 和 π/(π+

1) ，第 2 个非协调的插值系数分别为 2/( n + 1) 和
(π -l)/(n+ 1)，第 i 个非协调点的插值系数为

i/(n+ l) 和 (π +1- i)/( π+ 1) ，以此类推.
1. 3. 2 面上非协调点插值系数的求解 对于面上
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以上非协调点在局部坐标系中的坐标值代人以下

的形函数公式中，就可求解出他们的4 个插值系数:

Nj = (1 - ç) (1 -η)/4 ， 

N2 = (1 +正) (1 -η)/4 ， 

叽=(1+正) (1 +η)/4 ， 

N4 = (1 - ç) (1 +η)/4. 

(立了 -1 ， 17-l) ， ， (24 一 1 ，主
n+l m+l n+l m+l 

1) , ... , (兰子 -1 ，三--;- -1) 
n+l m+l 

算例

对一受拉伸凹槽的试件进行有限元分析比较

试件(图 3a) 的材料特性如下:弹性模量 (E) = 

10 000 MPaj 泊松比 (v) = 0.2 j 抗拉强度(1，) = 1. 0 

MPa，断裂能 (Gf ) =0.2 N/mm 

非协调点的插值系数，面上的非协调点是相应对边

线上的非协调点连线的交点，即若四边形相邻 2 条

边的非协调点分别为 m 丰Q n ，则面上共用 mxn 个非

协调点，这 mxn 个非协调点的插值基点就是原来该

面的 4 个角点(α ， b ,c ,d) ， 其面上非协调点的插值系

数(即这些点的局部坐标的形函数值)的求解如下.

该面上 mXn 个非协调点的局部坐标值(石， η)

如下:

2 

2.1 

2 . 2x2 , 2xi. 2x2 
1 ，一τ- 1) ，…， (77-1 ，一τ-

n+l m+l n+l m+l 

2 x2 
1) ,…, c '~ .: - 1 , ~ ':: - 1 ) 

n+l m+l 

(主71 ，24-1) ，，(兰;-1 ，24-
n+l m+l n+l m+l 

b. 初始网格图

b. rawmesh 
a 有四槽试件(单位:mm)

a. notched sample (unit: mm) 

d 局部非协调加密网格图
d. incompatible mesh 

c 协调加密网格图

c. compatible mesh 

t 局部非协调加密网格计算所得破坏图

f. damage pattern of incompatible mesh 
e 连续加密协调网格计算所得破坏图
e. damage pæ忧ern of compatible mesh 

h. 局部非协调加密网格破坏位置图
h. damage place of compatible mesh 

E 连续加密网格破坏位置图
g. damage place of compatible mesh 

图 3 凹槽试件网格图及破坏位置图

Different meshes of notched sample and their damage place Fig.3 
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7时，网格皿为网格 E 二次自动局部加密lO x lO后

得到的网格(图 7c) .图 7d - e 给出损伤值接近 1 的

部位，即开裂区.
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表 1 各种同格比较表

Comparisons of different meshes 

单元数 节点数 方程个数

number of elemenls number of nodes number of equaLions 

Tab.l 

混凝土重力坝的几何图形(单位 :mm)

Geometry of concrete gravity dam (unit: mm) 

图 5146 77 58 

Fig.5 

从图 7d 来看，由于网格 I 的网格较大，因此计算

所得的损伤区范围较大，这虽然有不精确的一面，但

为局部加密奠定了基础.网格 H 就是在网格 I 的基

础上加密得来的，从图 7e 以及图 6 可以看出，网格

E 的局部加密网格并不是很理想，与 Carpinteri 等[ 16] 

的试验结果相差较大，为此在网格 E 的基础上进行

了二次加密，得到了网格皿(图元，从图 7f 以及图 6 ，

可以看出，经过二次加密后，计算的结果与 Carpinteri

等问]的试验结果相差较网格 E 小，因此可认为计算

的结果较网格 H合理.
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图 3b 是初始网格，对图 3b 的网格加密而得到

图 3c 和图 3d ，图 3c 是加密协调网格，固 3d 则是本

文采用局部加密而得到的网格，图 3d 中的黑点即为

非协调点.图 3b - d 的网格数和节点数如表 1 所示.

图 3e - h 分别为采用连续加密和局部加密计算所得

的破坏位置图.从图 3e - h 可以看出，采用连续加密

网格和局部非协调加密网格计算结果是相近的，而

与初始网格比较有差距，但是初始网格精度上比较

粗糙;采用局部加密非协调网格由于节点较少，大大

减少了计算量.图 4 为各种网格计算所得的荷载­

裂缝张开位移 (crack mouth openi吨 displacement ，

CMOD) 曲线图.

项目

lLem 

初始网格

raw mesh 

局部连续加密网格

compaLible mesh 

局部非协调加密网格

incompatible mesh 

800 

0.05 

-'>-初始网格 raw mesh 
-←连续加密网格 compatible mesh 

-，-局部非协调加密网格 incompatible mesh 

国 4 各种网格荷载-裂缝张开位移(CMOD) 曲线

Fig. 4 Load~CMOD curves of difIerent meshes 

0.04 
'---一---'

0.02 0.03 
CMODlmm 

0.01 

0.2 0,4 

CMOD/mm 
---0一-网格Il mesh 11 

一一一网恪1II mesh m 
一-o--Carpinteri et al'"'' 

。

对混凝土重力坝进行分析

图 5 为重力坝的几何尺寸，重力坝的材料参数

如下:弹性模量(E) =35700 MPa ，泊松比(v) =0. 1 , 

抗拉强度(兀) = 3.6 MPa ，断裂能( Gf ) = O. 184 

kN/m，水荷载是按图 5 中的比例施加点荷载，单位

为 kN. 为了说明本文方法的实用性，本文采用了 4

种网格(图 6 、7) .网格 I 为初始网格(图 7时，网格 E

为网格 I 自动局部加密10 x 10后得到的网格(图

2.2 

荷载-裂缝嘴张开位移(CMOD)关系图

Fíg. 6 Load~CMOD r巳latíons

图 6
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a b c d E f 

a:初始网格图 1 ;b: 网格 11 ; c: 网格m 也网格 I 计算所得损伤区， e: 网格 E计算所得损伤区 ;f: 网格E计算所得损伤区

a: raw mest 1 ; b: messh 11 ; c: mesh m ; d: damage zone calcu!ated form mesh 1 ; e: damage zone caleu!ated form mesh 11 ; f: damage zone calcu!ated form 

mesh m 
图 7 各种网格及损伤区图

Fig. 7 Different meshes and damage zone 

3 结论

当采用有限元分析混凝土结构的开裂时，常常

认为当单元内任意高斯点的应力状态达到开裂条件

时，则认为该单元破坏，如果单元较大时，则计算误

差较大，因此需要加密网格以达到精度要求，但如果

一开始就采用较密网格，这势必会造成计算量大，计

算速度慢，因此合理的方法就是:先采用较粗糙的网

格进行计算，当是现单元达到开裂条件或计算结果

不能满足精度要求时，则对原粗糙网格进行加密.然

而，采用连续协调加密方式将会使得计算单元比较

多，因而对计算机的存贮空间要求比较大，这样势必

会使计算速度缓慢、计算时间冗长从本文通过对连

续协调加密和局部加密的比较，可以看出，采用局部

非协调加密网格在保证了计算精度的前提下，能大

大减少计算量，并能减少网格尺寸对计算结果的影

响，这对于大型结构的有限元分析来说无疑是经济

的、省时的.
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