
第 29卷 第 2期
2008年 4月

          华南农业大学学报
Journal of South China Agricultural University          

Vol.29, No.2
Apr.2008

 收稿日期:2006-08-30
 作者简介:王 霞(1977—),女,讲师,硕士,E-mail:wangxia@scau.edu.cn

复空间形式的紧致全实伪脐子流形
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摘要:研究了复空间形式中具有平行法平均曲率向量的紧致全实伪脐子流形.给出了 Ricci曲率成为全脐子流形的
判定条件.
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Compact Totally Real Pseudo-Umbilical Submanifolds of
Complex Space Forms
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Abstract:The compact totally real pseudoumbilical submanifolds in complex spacec forms are studied.
The condition for Ricci curvature to be totally umbilical submanifolds is presented.
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  Kaehler流形 M的子流形 M,如果映射到其法空
间,则称 M 为全实子流形.具有常全纯截面曲率的
Kaehler流形被称为复空间形式.设 M是 n维黎曼流

形,M是 2(n+p)维 Kaehler流形,p≥0.设 J是 M的

近复结构,g和 g分别是 M和 M的黎曼度量.牋和牋
分别表示 M和 M的共变微分算子.M在 M中的第 2
基本形式 h由下式给出

h(X,Y) =牋XY -牋XY,
这里 X,Y是M的切向量场.设ξ是平均曲率向量,如
果存在 M上的函数λ满足

g(h(X,Y),ξ) =λg(X,Y), (1)
则 M是伪脐的.如果 h(X,Y) =g(X,Y)ξ,其中 X,Y
为 M的任意切向量场,则 M 是全脐的.法平均曲率
向量是指平行于平均曲率向量的单位向量.本文研
究了伪脐子流形,得到如下结果:

定理 1 设 Mn 是 Mn +p (珓c)(珓c≤0 )中具有非零
平行法平均曲率向量的 n 维紧致全实伪脐子流形,

如果 Mn 的 Ricci曲率 Q满足条件:

Q≥ 14 (n -2)(
珓c +4H2) -14n

珓c,

其中 Q(x)为 M 在其点 x的 Ricci曲率的下确界,则
Mn
是全脐的.

1 基本公式

M与 M上的结构和度量如前所示,在 M上选取
标准正交局部标架场:e1 ,… ,en,en +1,…,en +p,e1* =
Je1 ,…,en* =Jen,e(n+1)* =Jen +1,…,e( n +p)* =Jen +p.
其对偶标架场为 ω1,…,ωn,ωn +1,…,ωn+p,ω1

*
,…,

ωn*,ω( n +1)
*
,…,ω(n +p)

*
,则 M 的结构方程由下式给

出

dωA =-∑ωA
B ∧ω

B,ωA
B +ω

B
A =0, (2)

Ri
jkl =珘Ri

jkl +∑(hαikhαjl -hαil hαjk), (3)

ωαi =∑ hαijωj,hαij =hαji =g(Aαei,ej). (4)

  hαij的共变导数 hαijk,hαijkl及第 2 基本形式 hαij的
LaplacianΔhαij详细见文献[1 -2].



∑
k
hαijkωk =dhαij -∑

l
hαilωl

j -∑
l
hαljωl

i +∑
β
hβijωαβ,

(5)

∑
l
hαijklωl =dhαijk -∑

l
hαljkωl

i -

∑
l
hαilkωl

j -∑
l
hαijlωl

k +∑
β
hβijkωαβ, (6)

Δhαij =∑
k
hαijkk =∑

k
(hαkkij -珘Rαkikj -珘Rαijkk) +

∑
k
(∑

m
hαkmRm

ijk +∑
m
hαmiRm

kjk -∑
β
hβkiRαβjk).(7)

Mn+p(珓c) 的曲率张量珘RA
BCD 的共变导数为珘RA

BCD;E,限制
在 M上为珘Rαijk;l [2].

珘Rαijk;l =珘Rαijkl -∑ 珘Rαβjk hβil -∑ 珘Rαiβkhβjl -

∑ 珘Rαijβhβkl +∑ 珘Rm
ijkhαml, (8)

由于 Mn+p(珓c)是局部对称的,故有珘RA
BCD;E =0.

对具有常全纯截面曲率珓c的复 n+p维复空间形

式 Mn +p(珓c),有珘RA
BCD

[1]

珘RA
BCD =14

珓c(δACδBD -δADδBC +珓JAC 珓JBD -

珓JAD 珓JBC +2 珓JAB珓JCD). (9)

  设 M是 Mn +p(珓c)的一 n维全实子流形,由式(3)
和式(9)有

Ri
jkl =14

珓c(δikδjl -δilδjk) +∑ (hαik hαjl -hαil hαjk).

(10)
  设 M的截面曲率为 K,X、Y是正交单位向量,有

K(X,Y) =14
珓c +

g(h(X,X),h(Y,Y)) - h(X,Y) 2. (11)
  若 M是伪脐子流形,当 H≠0 时,可取ξ平行于
en +1,由式(1)有

tr Hn+1 =nH, tr Hα =0,α≠ n +1, (12)
由式(12) 得∑tr Hαhαij =nλδij,H2 =λ,有

hn+1
ij =Hδij. (13)

  若 M还具有平行的法平均曲率向量, 则对所有
α有

ωαn+1 =0. (14)
  由式(8)得

珘Rαkikj =∑ 珘Rαβik hβkj +∑ 珘Rαkβkhβij +

∑ 珘Rαkiβhβkj -∑ 珘Rm
kik hαmj. (15)

珘Rαijkk =∑ 珘Rαβjkhβik +∑ 珘Rαiβkhβjk +

∑ 珘Rαijβhβkk -∑ 珘Rm
ijkhαmk. (16)

  由式(7)得
1
2 Δ(∑i,j,α(h

α
ij)
2) =∑

i,j,k,α
(hαijk)2 +∑

i,j,α
hαijΔhαij =

∑
i,j,k,α
(hαijk)2 +∑

i,j,α
hαij∑

k
(hαkkij -珘Rαkikj -珘Rαijkk) +

∑
i,j,α

hαij∑
k
(∑

m
hαkmRm

ijk +∑
m
hαmiRm

kjk -∑
β
hβkiRαβjk).

(17)
  由式(4)、(5)、(12)和(14),对于 α≠n+1,有
∑
i,k

hαiikωk =d∑
i
hαii -∑

i,l
hαilωl

i -∑
i,l

hαliωl
i +

∑
i,β

hβiiωαβ =nHωαn+1 =0. (18)

  由式(4)、(5)、(14)和(18), 对于α≠n+1, 有
∑
k,j

α≠n+1

hαkkijωj =d∑
k

α≠n+1

hαkki -∑
k,j

α≠n+1

hαjkiωj
k -∑

k,j
α≠n+1

hαkjiωj
k -

∑
k,j

α≠n+1

hαkkjωj
i +∑

k,β
α≠n+1

hβkkiωαβ =∑
k

α≠n+1

hn+1
kkiω

α
n+1 =0.(19)

  把式(9)代入式(15)和(16),计算得

∑
i,j,k,α
α≠n+1

hαij珘Rαkikj =0,∑
i,j,k,α
α≠n+1

hαij珘Rαijkk =0. (20)

  由式(19)和(20),对于 α≠n+1,式(17)为
1
2 Δ(∑i,j,α

α≠n+1

(hαij)2) =∑
i,j,k,α
α≠n+1

(hαijk)2 +

∑
i,j,α
α≠n+1

hαij∑
k
(∑

m
hαkmRm

ijk +∑
m
hαmiRm

kjk -∑
β
hβkiRαβjk),

(21)
下面化简式(21),如果用Hα表示对称矩阵(hαij),由
式(9)、(10)及(13),对于 α≠n+1,

∑
i,j,k,m,α
α≠n+1

hαij hαkmRm
ijk +∑

i,j,k,m,α
α≠n+1

hαij hαmiRm
kjk =

∑
i,j,k,m,β,α
α≠n+1

hαij hαkmhβmjhβik - ∑
i,j,k,m,β,α
α≠n+1

hαij hαkmhβmkhβij +

∑
i,j,k,m,β,α
α≠n+1

hαij hαmihβmjhβkk - ∑
i,j,k,m,β,α
α≠n+1

hαij hαmihβmkhβkj +

1
4 n
珓c∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 =∑
β,α
α≠n+1

tr (HαHβ)
2 -

∑
β,α
α≠n+1

( tr HαHβ)
2 +nH2 ∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 -

∑
β,α
α≠n+1

tr(H 2
αH 2

β) +14 n
珓c∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2. (22)

  由式(13)得

∑
α≠n+1

tr (HαHn+1)
2 -∑

α≠n+1
tr(H 2

αH 2
n+1) =0.(23)

  式(22)变为

∑
i,j,k,m,α
α≠n+1

hαij hαkmRm
ijk +∑

i,j,k,m,α
α≠n+1

hαij hαmiRm
kjk =

1
2 ∑β,α≠n+1

tr(HαHβ -HβHα)2 -∑
β,α≠n+1

(tr HαHβ)2 +
1
4 n
珓c∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 +nH2 ∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2. (24)

∑
i,j,k,β,α
α≠n+1

hαij hβkiRαβjk = ∑
i,j,k,l,β,α
α≠n+1

hαij hβkihαlj hβlk -
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∑
i,j,k,l,β,α
α≠n+1

hαij hβki hαlkhβlj +14
珓c∑
i,j,k,β,α
α≠n+1

hαij hβki(δαj*δβk* -

δαk*δβj*) =∑
β,α
α≠n+1

tr(H 2
αH 2

β) -∑
β,α
α≠n+1

tr(HαHβ)
2 -

1
4
珓c∑

i,j
k*≠n+1

(hk*
ij )

2 +14
珓c∑

i,j,k
j*≠n+1

hj*
ij hk*

ki =

∑
β,α≠n+1

tr(H 2
αH 2

β) - ∑
β,α≠n+1

tr (HαHβ)
2 +

∑
α≠n+1

tr(H 2
αH 2

n+1) -∑
α≠n+1

tr(HαHn+1)
2 -

1
4
珓c∑

i,j
k*≠n+1

(hk*
ij )

2 +14
珓c∑

i,j,k
j*≠n+1

hj*
ij hk*

ki =

∑
β,α≠n+1

tr(H 2
αH 2

β) - ∑
β,α≠n+1

tr(HαHβ)
2 -

1
4
珓c∑

i,j
k*≠n+1

(hk*
ij )

2 +14
珓c∑

i,j,k
j*≠n+1

hj*
ij hk*

ki =

-12 ∑β,α≠n+1
tr(HαHβ -HβHα)

2 -

1
4
珓c∑

i,j
k*≠n+1

(hk*
ij )

2 +14
珓c∑

i,j,k
j*≠n+1

hj*
ij hk*

ki . (25)

2 定理证明
定理 1的证明:式(24)、(25)代入式(21)得

1
2 Δ(∑i,j,α

α≠n+1

(hαij)2) =∑
i,j,k,α
α≠n+1

(hαijk)2 +

∑
β,α≠n+1

tr(HαHβ -HβHα)2 -∑
β,α≠n+1

(tr HαHβ)2 +
1
4 nc

～

∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 +nH2∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 +14
珓c∑

i,j
k*≠n+1

(hk*
ij )

2 -

1
4
珓c∑

i,j,k
j*≠n+1

hj*
ij hk*

ki . (26)

Q(x)表示 M在其一点 x 处的 Ricci 曲率的下确界,
由式(11 ), 对于 α≠n+1, 有

Q≤ R(Xi,Xi) =14 (n -1)
珓c +nH2 -H2 -

∑
j,β≠n+1

(hβij)2 = 14 (n -1)
珓c +nH2 -H2 -

(hαii)2 - ∑
j,β≠α,n+1

(hβij)2, (27)

由式(27)得

∑
i,j,β≠n+1

(hβij)2 ≤ 14 n(n-1)
珓c +n2H2 -nH2 -nQ.

(28)

∑
i
(hαii)4 ≥ 1n [∑i (h

α
ii)
2]2 =1n (trH

2
α)
2. (29)

对于α,记 hαii为矩阵 Hα的特征值,据文献[3]
可见

-∑
β≠n+1

tr(HαHβ -HβHα)
2 = ∑

i,j
β≠α,n+1

(hβij)2(hαii -

hαjj)2 ≤ 2 ∑
i,j

β≠α,n+1

(hβij)2[(hαii)2 +(hαjj)2] ≤

4 ∑
i,j

β≠α,n+1

(hβij)2(hαii)2. (30)

由式(28)、(29),将式(30)变为

-∑
β≠n+1

tr(HαHβ -HβHα)2 ≤4∑
i
[ 14 (n -1)

珓c+

nH2 -H2 -(hαii)2 -Q](hαii)2 ≤4[ 14 (n -1)
珓c +

nH2 -H2 -Q]∑
i
(hαii)2 -4n (trH

2
α)

2. (31)

把式(28)、(31)代入式(26)及已知条件珓c≤0 ,
得

1
2 Δ(∑α≠n+1

(hαij)2) ≥ ∑
i,j,k,α
α≠n+1

(hαijk)2 +(4H2 +4Q -

(n -1)珓c -4nH2 ) ∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 +4n ∑α≠n+1
( trH 2

α)
2 -

∑
α≠n+1
(tr H 2

α)
2 +nH2 ∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 +14
珓c∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 +

1
4 n
珓c∑

i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 ≥ ∑
i,j,k,α
α≠n+1

(hαijk)2 +[ 14 (5 -3n)
珓c +

(4 -3n)H2 +4Q]∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 -n -4
n [ 14 n(n -

1)珓c +n2H2 -nH2 -nQ]∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2 ≥ [(2n -

n2 )( 14
珓c +H2 ) +nQ +14

珓c]∑
i,j,α
α≠n+1

(hαij)2. (32)

则当 Q满足

Q≥ 14 (n -2)(
珓c +4H2) -14n

珓c, (33)

M为全脐的.证毕.
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