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全纯函数族的一些正规定则

雷春林，方明亮，王雪琴

(华南农业大学理学院，广东广州 510642)

摘要:设F到区域 D 内的一族全纯函数 ， k 为正整数 ， no ， … ， nk 为 k 个非负整数，满足 no + …+ nk ;.2 ，且存在叭声 I

(0 运 i~k 一 1) .若对任意f(z) E JT，f(z) 的零点重数;.k ，且尸 (z) (f(z) )n1…(1") (z)) nk 乒 1 ，则 F在 D 内正规.
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Some Normality Criteria for Families of Holomorphic Functions 
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Abstract: Let jTbe a family of holomorphic functions in a domain D , and n口，… ， nk be k non-negative in­

tegers wi出 no + … +nk~2 and wi出 some n, ~ 1 ( 0 ~ i ~ k - 1 ). If for every function f( z) E Y，出e zeros 

of f( z) have multiplicities at least k , and r (z) (1 (z) ) 叫… (jk) (z) )nk 剖，由en jT is normal in D. 

Key words: holomorphic function; normal famil y; Zalcman' lemma. 

1959 年， Hayman[l]提出了下述猜想

设F为区域 D 内的一族全纯函数，若对任意

f(z) ε Y，f' (z)1 (z) 剖，则 F在 D 内正规.

杨乐和张广厚[2] 及 Oshkin[3] 证明了上述猜测.

方明亮等[4] 、 Pang 等[5] 则考虑了用 jk) 替换F的情

形，他们证明了

定理A 设F万区域D 内的一族全纯函数 ， k 为

正整数.若对任意f(z) ι'T，j(z) 的零点重数~k ，且

fk) (z)f' (z) 并 1 ，则 F在 D 内正规.

本文推广了定理 A ，证明了

定理 1 设F为区域 D 内的一族全纯函数 ， k 为

正整数 ， no 、…、 nk 为 k 个非负整数，满足 no + …+ 

nk 二三 2 ，且存在 n， ~ 1 (0 ~ i ~ k - 1 ) .若对任意f(z) ε

.r,f( z) 的零点重数二" k ， 且户( z) (1 ( z) ) n1 ••• 

(fk)(Z)) 叫乱，则F在 D 内正规.

例 1 设 jT= ! nzk f ，区域 D 单位圆~，对任意

f( z) E Y，f(z) 的零点重数为 k ， 且 (jk) ) 2 乒 1 ，但 F在

A上不正规.所以条件"存在 n， ~ 1 (0"三 i~k- l)"

是必要的.
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顾永兴[6] 证明了

定理 B 设F为区域D 内的一族全纯函数 ， k ，m

为正整数，若对任意f(z) ε Y，f(z) 手 0 ，且jk)(Z) -1 

的零点至多 m 个，则F在 D 内正规.

本文推广了定理 B，证明了

定理 2 设F为区域 D 内的一族全纯函数 ， k.m

为正整数，町、…、nk 为 k 个非负整数，满足 no + …+ 

nk~2 ，且存在 n， ~1(0~i"三 k -1). 若对任意f(z) ε

Y，f(z) 乒O 且尸( z)(1 ( z) ) n1 … (jk) (z) )nk _1 的单

重零点至多 m 个，则F在 D 内正规.

注:例 1 说明定理2 中条件"f(z) 并 0"换为"f(z)

的零点重数二"p ，p 为正整数"则定理不成立

1965 年杨乐和张广厚[2] 证明了

定理 C 设F为区域 D 内的一族全纯函数 ， k ，

m 、n 为正整数.若对任意f( z) ε Y，f(z) 的零点重

1 k + 1 
数二三m ，jk) (z) -1的零点重数~π，且 +十二< 1, 

n m 

则F在 D 内正规.

本文推广了定理 C ，证明了
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定理 3 设 F为区域 D 内的一族全纯函数 ， k , 

m 、n 为正整数 ， no " ...、 nk 为 k 个非负整数，满足 no + 

… + nk :;::::2 ， 且存在 ni 二三 1(0 运~ "三 k - 1). 若对任意

f(z) ε !T，f( z) 的零点重数 ;:::m ，尸( z) (f ( z)) n, ... 

k + 1 旷的 (z) ) 几k -1 的零点重数 :;::::π ，且 +一二< 1 ，则 F
n m 

在 D 内正规.

1 主要引理

引理 1 设F万单位~6内的一族全纯函数，对

任意f( z) E !T,f( z) 的零点重数 :;::::k ， k 为正整数，若F

在A 内不正规，则对任意-1:;:三α <k ，存在

①一个实数 r ， O::::;r 运 1 ; 

②点列勺， I zn I 运 r;
③函数列λ (z) E Y; 

④实数列 ρn'ι→扩.

使得 gn(g) =ρn-"fn(zn +Png) 内闭一致收敛到非

常数整函数 g(g) ，且 g(g) 的级至多为 1 [7] 

引理 2 设f(z) 是复平面上级至多为 1 的整函

数 ， k 为正整数，j(z) 的零点重数 :;::::k ， 町、…、叫为 k

个非负整数，满足 no + … + nk 注2 ，且存在叫去 1 (0::::; 

i::::;k-l).尸 (z )(f ( z) ) n,… (fk) (z) )nk 手 1 ，则 f(z)

为常数.

证明 若结论不成立，即f(z) 不是常数.以下我

们分 3 种情况来讨论.

情形 1 若 no =nl 二… =nk_2 =0 ,nk_1 =nk = 1. 

由引理的条件得fk-1) (Z)fk) (z) 并 1 ，又由于

f(z)是级至多为 1 的整函数，据 Clur町等问]中的结

果知存常数 C 和 d ，使得

f k-1) (Z)fk) (z) = 1 + e口气 (1) 

我们断言 c 乒0 ，否则若 c =0 ，则由式(1)得

f k-1) (z)尸)(z) = 1 + ed
• (2) 

积分式(2) 得

(fk-l) (Z))2 = 2( 1 + e勺z+A ， (3) 

其中 A 为常数.

对式(2) 分 2 种情况讨论:

①若 1 + ed = 0 ，则由式 (2) 得 fk) (z) = 0 或
f k-1) (z) 三0 ，这与f(z) 的零点重数至少为 k 矛盾;

②若 1 + ed 乒 0 ，则尸 -1) (z) 并。这与式 (3 )矛

盾.所以 c乒 O.

我们断言 fk - 1 )(Z) 有无穷个零点否则若

f k- 1) (z) 仅有有限个零点，又因为f(z) 为级至多为 l

的整函数.故可令fk-1)(z)=p(z)eu+b ，其中 p(z) 为

有限次多项式， α 、 b 为常数.则 fk) (z) = [p'(z) + 

αp(z) ]巳田 +b 则

f卜 1) (Z)fk) (z) =p(Z) [p'(Z) + α:p(z) ] e2 (ar+ 的，

与fk - 1 ) (Z)fk) (z) 并 l 矛盾.所以fk - 1 ) (z) 有元穷个

零点

积分式(1)得

[fk-1)(Z)J2 = 2z +主ec叫 + A. (4) 

由式(1)及式(4) 得

CCf k-1) (Z))2 - 2fk-1) (Z)fk) (z) = Ac + 2cz - 2. 

(5) 

由于式(5) 左边有元穷个零点而右边仅有 1 个

零点，矛盾.所以情形 l 不成立.

情形 2 若 no =… =nk-2 =0 ,nk_1 = 1 ， πkzz2 ，由

引理条件得

f k-1) (z) (fk) (z) )nk 乒 1 , 

则据 Clur由等[8] 中的结果可知，存在常数 C 和 d ，使

f k-1\z) (fk) (z))nk = 1 +♂气 (6)

我们断言 c~O. 否则，若 c =0 ，则

f k-1) (z) Cf k) (z) )nk = 1 + ed
• (7) 

对式(7) 分 2 种情况讨论:

①若 1 +ed =0 ， 则由式 (7) 得 fk) (z) 三 O 或

f k- 1) (z) 三0 ，这与f(z) 的零点重数至少为 k 矛盾;

②若 1 + ed 手0 ，则 f(z) ~O. 于是存在常数 α 和

b ，使得

f(z) = ear
+

b (8) 

把式(8) 代人式(7) 得 αknk +卜 1 e(nk+1)( (U +b) = 1 + ed ， 所

以 α=0 ，即 f(z) 为常数，矛盾.所以 c并O.

再对式(6) 分 2 种情况讨论.

情形 2. 1 若fk) (z) 乒 0 ，则存在常数 α 和 b ， 使

得

fk) (z) = ear叶 (9)

显然 α 笋 0 ，否则若 α=0 ，如lfk - 1 ) (z) 为一次多

项式因式(6) 左边仅有 1 个零点而右边有无穷个

零点，矛盾

积分式(9) 得

f k
-

1
) = ~e(U +b + A , (10) 

α 

其中 A 为常数.

把式(9) 和(10) 代人(6) 得

1 _(nk+1)(az+b) . A _n，( 田 +b) cz+d e κ + Ae κ- e 1 
α 

) -A -A 
d
'
'飞
、

求导式( 11 ) ，并整理得
(nk + 1) e[ (比旷 1)α -c]z+( 庇护l)b-d + 

An ，.ae(nku ο川叫 dnkαe' • c (12) 

求导式(12) 并整理得
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(吼叫)[(问+1)α-c]eu+b+Ankα(nkα -c) =0. 证明 反证.若引理的结论不成立，即f(z) 不

(1 3 ) 为常数.

求导式(13 )并整理得 令中(z) =尸( z) (f ( z) ) "1 … (fk) (z)) 吨 ， rM = 

(叫+ 1)[ (叫+1) α- cJαeaz +b 
= 0 , (14) 叫 +2n2 + … +knk ， γM = no + n1 + … + nk• 

所以

(nk + 1) α- c = O. (15) 

把式(15) 代人式(13 )得

( nkα - c)A叫α= O. (16) 

对A 分 2 种情况讨论:

①若 A 手0 ，则叫α- c =0 ，代人式(15 )得 α=0 ，
与 α~O 矛盾;

②若 A =0 ， 由式(9) 及(10) 得

f k-1) (Z)fk) (z) 并 0 ， (17) 

与式(6) 矛盾.

情形 2. 2 若存在 Zo 使 fk) (zo) = 0 ，则 z。为
f k-1) (z) (fk) (z) )"k 的重零点，而 1 + e

cz + d仅有单重

零点，这与式(6) 矛盾.

情形 3 其他情况.由引理条件得尸 (z)

(1 (Z))"1 … (fk) (z)) 叫共 1 ，则据 Clur町等问]中的结

果知，存在常数 C 和 d ，使

尸 (z )(f (z) ) "1 … (f k) (z) ) "k = 1 + e 
cz气(18 ) 

显然 c 乒 O. 否则若 c =0 ，则

尸 (z )(f ( z) ) n1 … Cfk)(z))"k=l+ed. (1 9) 

再对式(19) 分 2 种情况讨论:

①若 l+ed =O ，则由式(19) 知存在f i) (z) 三0(0

运 i运的，这与f(z) 的零点重数至少为 k 矛盾;

②若 1 + ed 手 0 ，则 f(z) 乒 0 ，则存在常数 α 和 b ，
使得

f(z) 俨+\ (20) 

则 α("1 +2巧+ ... +k"k) e (吨 +"1 + ... +nk)( 田+b)=1+ed ，得 α=0 ，
矛盾所以 c~O.

以下对式(18 )分 2 种情形讨论.

情形 3. 1 若f(z) 笋 0 ，则存在常数 α 和 b ， 使得
f( z) = eaz + b 代人式(1 8) 得

盾.

αnl+2吨+…+问 e(句 +nJ + ... + nk)( 旧 +b)
= 1 + ecz +d

• (21) 

因式(21) 左边元零点而右边有无穷个零点，矛

情形 3. 2 若 f( z) 有零点，则必为产 (z)

(1 (z) )π1 … (fk) (z)) nk 的重零点，而 1 +俨 +d仅有简
单零点，这与式(18) 矛盾.

引理 3 设f(z) 为复平面上的整函数 ， k 、m 、 n 为

正整数，町、…、 nk 为 k 个非负整数，满足 no + …+ 

叫去2 ，且存在 ni ~1 (0 运 i运k 一 1) .若f(z) 的零点重

数二三m ，.尸 (z) (f ( z) ) n1 … (fk) (z) )nk - 1 的零点重

数二坷，且l +主土1<1 ，则 f(z) 为常数.
n m 

(r ，土)+m(rL) 运
f γM / 

. ..~ \.' ，

φ- 1 

(r ，上)+m(r-L)+S(rJ〉运
φ'φ- 1 

m咛) +川~ T(r ,cþ') - N咛) +川运

川 ) +叶州N川(呐 - N(们r飞中，
于是有

γ川川MT川 + 川 ) 运~T贝川(

N附(轩r ，古白卢古) - N(叫(υ仇r飞古，击击) + S( r ，几
所以有

γMT(r ，f)运 (FM +1)jt(r l)+JU(r-L)+S(rJ〉运
'f / -'\.'，

φ- 1 

r M + L. 
一ι--T(r ，j丁 + ~N(r ， 丁土-:;-) + S(r ，f) 运

m n (/)-1 

(k + 1)叩H 叩H
一一一」旦T(r ，f) +!...'!!.T(rJ丁 +S(r ，f).

m n 

即

k + 1 1 
1 -一一-一) T(r ，f) 运 S(r ，f) , m n 

k + 1 1 
又因为丁J+百< 1 ，所以 T(rJ) 运S(rJ) ，矛盾.所以

f(z) 为常数.

2 定理的证明

定理 1 的证明若F在区域 D 内不正规不妨设

Ð= L，.， 由寻|理 1 ，对 α=鱼，则存在
γM 

①一个实数 r ，O~r运 1 ; 

②点列勺， I zn I 豆r;

③函数列λ (z) E Y; 
④实数列 p" ，p比→0\

使得ι(~) =ρJαJn(zn +Pn~) 内闭一致收敛到非常

数整函数 g(~) ，且 g(己的级至多为1.由 Hurwitz 定理

得 g(己的零点重数至少为 k.

由 g"(~) 内闭一致收敛于 g(~)知

刀。 (z" +p"~) (J飞 (zn +p"~))"1 … (/;.k) (zn +叩ρn~) )沪吨=

.g'~仪(~ρ) (g'" ( ~ρ) )户n叫1.…..刊.(gι(k俨k均)气(~ρ) ) "k 内闭一致收敛到
g 吨 (~) (g'(~ρ) 凡叫1.….…• (g(忱问k均) (~) ) 

叫

又因为
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g:O( g) (g'n( g) )n1 … (g~k)(~))nk = 

刀。 (Zn + Png) (人 (Zn + Png)) 飞.. (/;.k) (Zn + Pn~) )吨笋 1 ，

于是由 Hurwitz 定理得

g吨 (~)(g ， (~))nl … (g{的(~) ) nk 笋 1 , 

或者

g町 (~)(g ， (~))nl … (g{k) (~) yk 三1.

若 gno(~) (g'( g) )n1 … (g{k) (~) ) nk 三 I 则g( g) 乒0 ，则

存在常数 α 和 b ，使得 g(~) = e中则
αFMeγM{呼叫) == 1 

则 α=0 矛盾.

若

g句 (~)(g'( g) )n1… (g{k) (g) )nk 乒 1 ，

由引理 2 得 g(~) 为常数，矛盾.所以F在D 内正规

定理 2 的证明 若j?"在区域 D 内不正规.不妨

设 D= 6.， 由引理 1 ，令 α=缸，则存在
γM 

①一个实数 r ， O:::三 r运 1 ; 

②点列 Zn' IZm I ~r; 
③函数列儿 (Z) ε巧

④实数列ι 'Pn→0+ . 

使得 gn(~) =Pn-~λ (Z几 +Pn~) 内闭一致收敛到非

常数整函数 g( g) ，且 g( g) 的级至多为1.由 Hurw归

定理得 g(~) ~O. 则存在常数 A 和 B 使得 g( g) = 

eAz + B 又因为 g( g) 不是常数，故 A 乒O.

于是

g吨 (~)(g ， (~))n1 … (g{的(g) )叫一 1 = A句(Az+B) 一 l

有元穷个单重零点又

刀。 (Zn + Png) (f n (zn + Pn~) r 1… (/;.k) (z几 + Pn~) r k = 

g';'(~) (g'n( g) )n1 … (g~k)( g) )nk_l 

内闭一致收敛到 gno吨(仔g)川(g'(仔~)门) n1.….…. (g矿(υ川k川)气(~ρ) )户n吨k

设 Cι口为 g町叮(~ρ) (g' (g)) 几1 … (g{k) (~))吼一 1 的

单重零点，由 Hurwitz 定理知，对充分大的 π 存在领

域 U( (0) ，在邻域 U( (0) 内， g';' (g) (g' n ( ~)) n1 . 

(g~k) (~) )吼一 1 有单重零点，故

rn(Zn + ρn~) (f n (zn + Pn~) r1 ... 悦的 (Zn + Pn~) ) nk 二

g';'(~)(g飞(~) ) n1 … (g~k) (~))叫一 1

有无穷个单重零点，这与定理的条件矛盾.所以 F

在 D 内正规

定理 3 的证明 若F在区域 D 内不正规.不妨

设 D= 6.， 的!理 1 ，令 α=旦，则存在
γM 

①一个实数 r ， O 运 r运 1;

②点列 Zn' Iz. t 运 r;

③函数列λ (Z) ε .r;

④实数列 ρn'ι→0\

使得 gn( g) =p;afn(zn +ρng) 内闭一致收敛到非

常数整函数 g(~) ，且 g( g) 的级至多为1.由 Hurwitz

定理得 g(~) 的零点重数至少为 m.

又

刀 (Zn + Pn~) (f n (zn + Png)) n1... (f. k) (zn + Pn~) ) nk = 

g';'( g) (g'n( g) )n1 … (g~k) (~))吨，

内问一致收敛到 gnO( g) (g'( g) )n1 … (g (k) (g) )吨，由

Hurwitz 定理知

gnO( g) (g'(~) )n1 … (g{k)(~))nk -1 

1 k + 1 
的零点重数二:;?;n ， 且由条件 +一一 <1 及引理 3 ，知

n m 

g(~) 为常数，矛盾所以 F在 D 内正规.
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