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由 Laplacian 谱确定的单圈图

朱艳丽，刘木伙，李倩
(华南农止大学理学院，广东广州 510642)

摘要:利用同 Laplacian 谱图的线图及有相同生成树数目的特点证明了 2 类特殊的单圈图，即 C(?，?)

( n :: 4k ,k EN) 和 C(r ， n-r+1)(n εN) ， 由它们的 Laplacian t普确定.
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The Unicyclic Graphs Which are Determined by Their Laplacian Spectra 

ZHU Yan-li , LIU Mu-huo , LI Qian 

(College of Sciences , South China Agricultrual University , Guangzhou 510642 , China) 

Abstract: By using the properties of Laplacian cospectral graphs , it is proved 出at two special classes of 

n n 
unicyclic graphs , i. e. , C(一一) (n =4k ， k εN) and C ( r ,n - r + 1) ( n εN) , are deterrnined by 出eir

2'2 

Laplacian spectra. 
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设 G=(V， E) 是 m 条边的 n 阶简单元向图，其 文中未定义的记号和术语均参见文献[1 ]. 

邻接矩阵和度矩阵分别记为 A( G) 和 D( G) = diag 

I du : u ε vf ， 其中 du 是顶点 U 的度.特别的，若 du=

k ，则称 U 为 G 的一个 k 度点.图 G 的Laplacian 矩阵

定义为 L(G) =D(G) -A(G) ， 易见 L( G) 是半正则

的实对称矩阵 ， L( G) 的特征值记为 u1 ~ u2 ~…~ 

un=0. 若 L( G1 ) 和 L( G2 ) 有相同的特征值，则称图

G1 和图 G2 同谱.对于图 G1 而言，若找不到另外一

个图 G 使得图 G1 和图 G 同谱，则称图 G1 由它的

Laplacian 谱确定. L( G) 的特征多项式记为:φ(G) = I 

ul-L( G) I =q1un +qou• 1+ … +qn-lU+qn. 

Pn 、 Cn 分别表示 n 阶的路和圈.由 C，的一个顶

点与 Pn-r+1 的一个悬挂点粘合所得的图记为 C (r , 
n-r+l)( 图 1 ) .当 n = 4k( k εN) ， 由 Cf的每个顶

点接同一条悬挂边所得的图记为 C(旦旦) (图 1 ) , 2'2 

由于 n =4k 及二部图定义知， C(ff) 为二部图
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C(r，n-汁 1) C(4,4) 

图 1 单圈圈 C(r ， n-r+1)与 C(4 ， 4)

Fig. 1 The unicyclic graphs C( r , n - r + 1) and C( 4 ,4) 

"哪些图由它们的Laplacian 谱确定?"的问题起

源于化学山，在图谱理论的研究中是一个困难而有

趣的问题. Vandam 等[2] 和 Doob 等[3] 最先证明了所

有阶数少于 5 的图和 n 阶的路、圈、完全图、完全二

部正则图以及它们的补图都是由它们的Laplacian 谱

确定;此后，沈小玲等~ 4 - 5] 证明了一些树、星图以及

一些特殊的似星树也是由它们的Laplacian 谱确定;

最近， Omidi 等[6] 证明了一般的似星树都是由它的
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Laplacian 谱确定.在此基础上，本文证明了 2 类特殊

的单圈图，即 C(?亏) (n =4k ,k EN) 和 C(r ， n -

r+ l) (n εN) 由它们的Laplacian 谱确定.

主要结果

引理 1 设 A 、B 是 nXn 矩阵，则下列命题等

价:

(1 )A 和 B[司谱;

(2)A 和 B 有相同的特征多项式;

(3)tr(A i
) =tr(Bi) , i=1 ,2 ,..., n[2]. 

设A 是图 G 的邻接矩阵，位(A') 表示 G 中长为 i

的闭回路的总个数.若 G1 和 G2 同谱，则由引理 1 可

知，对于任意给定的 i，矶和 G2 含有相同数目的长为

z 的闭回路.特别的，它们有相同的边数(i = 2) 和三

角形数目 (i=3).

号!理 2 设 G是m 条边的 n 阶无向图，则 φ(G) = 
qot+q1Un-1+ … + qn-l U + qn 满足: qo = 1 , ql = 

仇q2=2m2-m-杠碍 ，qn-1=(-1) ← 1 n7( G) , 

qn =0 ，其中 7(G)表示 G 中生成树的数目 [7].

由引理 2 可知，图 c 的阶数、边数、生成树的个

数由它的Laplacian 谱确定.

引理 3 设图 G 有 n 个顶点 ， G 是它的补图，则
u i ( G) =n -Un

_ 1 (G) ， 1 运~~三π-1[叫.

由引理 3 可知，若 C 由 G 的 Laplacian 谱确定，

则 c 也由 c 的Laplacian 谱确定.

引理4 在图 G 中若 V(G) 笋纱 ， E( G) 乒侈，则

6. (G) + 1 ~三 u 1 (G) 运

{du (du + mJ + dv (dv + mv) 
EE(G) }, d_ + d 

其中 mv 表示 U 的邻点的平均度 ，6.( G) 表示 C 中顶

点的最大度.进一步的，若 G是至少有 2 个顶点的连

通图，则 u1 ( G) = 6. ( G) + 1 当且仅当 IV(G)I=

6.( G) + 1 [阳1].

引理 5 设 G 是 n 阶的二部图 ， X( 的是它的线

图，则叭 (G) = λ i(X(G)) +2 ， 其中 λi(X(G)) 是图

X( G) 的邻接矩阵的第 z 大特征值， i =1 , 2 ,· 
n -1[12]. 

引理 6 un
_

1 (G) >0 当且仅当 C 是连通图[口].

定理 1 设 n=4k(k~2) ， 则 C(旦旦)由它的
2'2 

Laplacian 谱确定.

证明:由图 l 可知 C(旦旦)为 n 条边的 n 阶单2'2 

圈图，有旦个 3 度点旦个悬挂点.由引理 4 可知，'2 

n .. ... _ 1 "M r-z::"'t ....... L-. ......... n 
4 < u 1 (C( 止))运5 一.设图 G 与 C( 工一)同

2' 2 11 ~- 3. """"""' - .J -, 2' 2 

谱，若6. ( G) ~5 ，由引理 4 可得 u1 ( G) ~5 + 1 = 6 ，矛

盾.故6. ( G) ~4. 

由于 C(ff)连通，故ι1 (G) =μn1(C(? ， 

?))>0，由引理 6 可知 C 也是连通的由引理 2 可

知 C 是有 π 条边的 n 阶单圈图，且 G 与 C(旦旦)有
2'2 

相同数目的生成树.注意到连通的单圈图的生成树

数目等于它的圈长，所以 G 与 C(旦旦)的圈长相
2'2 

等.又因为 n =4k ，故 C(立立)是二部图，从而 G 也
2'2 

是连通的二部图由引理 5 可知 ， X( G) 和 X(C(?

;))关于邻接矩阵同谱，它们含有相同数目的三角

形.设 G 有 z 个 4 度点，y 个 3 度点 ， Z 个 2 度点，直

接计算可知 X( G) 有 4川个三角形而X(C(? ，

; ))有?个三角形，结合引理 2 可得下列方程组:
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解得 z=0 ，y=? ，z=0 即 G 是有?个 3 度点，?个

悬挂点的连通单圈图，且圈长和 C(旦旦)相等，故
2'2 

G 与 C(旦旦)同构.
2'2 

定理 2 C(r ， n-r+ l) 由它的Laplacian 谱确

定.

证明:由图 1 可知 C(r ， n-r+1) 是 n 条边的 n

阶单圈图，有 1 个 3 度点 ， n - 2 个 2 度点， 1 个悬挂

点由引理4 可得4 〈 U1(C(rrr+l))4÷ 设

图 C 与 C(r ， n-r+1) 同谱，若6. (G) ~4 ，由引理 4

可得 u1 ( G) ~4 + 1 = 5 ，矛盾.故6. ( G) 运 3.

由于 C(r ， n-r+1) 连通，故儿_1(G) =μn-1 ( C 

(r ,n-r+1)) >0 ， 由引理 6 可知 G 也是连通的.由

引理 2 可知 C 是 n 条边的 n 阶单圈图，且 c 与 C( r , 
n-r+l)有相同数目的生成树.注意到连通的单圈

图的生成树数目等于它的圈长，故 G 与 C(r ， n-r+

1 )的圈长相等.设 G 有 Z 个 3 度，点， y 个 2 度点.由
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引理 2 可得下列方程组:

3x + 2y + n - x - y = 2n 

32x+22y+n_x_y=32 +22(n-2) +1 

解得x = 1 , y = n - 2. 即 G 是有 1 个 3 度点 ， n -2 个 2

度点， 1 个悬挂点的连通单圈图，且圈长和 C(r ， n­

r + 1)相等，所以 G 与 C(r ， n-r+l) 同构.

由引理 3、定理 1 、定理 2 可得.

定理 3 C(旦旦) (n = 础 ， k EN) 与 C(r ， n-
2 ' 2 

r + 1) (n EN) 的补图由它们的Laplacian 谱确定.
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所描述的所有功能，具有如下特色:

(1)地理数据与属性数据的紧密结合，通过可视

化的方式把数据呈现给用户;

(2) 放大、缩小、漫游及地物选择功能，对古树名

木周围的环境一目了然;

(3) 古树名木视频、古树名木维护记录、古树名

木周围环境的改善和生长情况的记录，对古树名木

的情况进行跟踪;

(4)各种查询功能的实现，可有针对性地了解古

树名木和进行数据输出;

(5 )报表和导出数据等功能，可实现古树名木资

料的快速上报、共享等;

(6)空间分析，从空间上更清楚地了解古树名木

的位置，周围的环境，并可以量化空间的相对距离，

对古树名木的定位将更加准确.
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