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摘要:为了简便求解病态问题，先构造适当的增广形式，再用常规方法求解，这时问题的病态虽然导致总体增广解

的巨大误差，但原问题解只是其中一个局部，却可获得很好的精度，数值算例表明了算法的有效性.

关键词:线性方程组;病态方程;增广方程组法

中图分类号 :0241. 6 文献标i只码 :A 文章编号: 1001-411X(2009)01-0119-03 

A Novel Method for Solving III-Conditioned Linear 

System : Augmented System Method 

HU Sheng-rong , DAI Na-xin 

(College of Engineeri吨， South China Agricultural University , Guangzhou 510642 , China) 

Abstract: Put an ill-conditioned system into a suitable augmented system , and solve it wi由 ordinary

methods. Although as a whole the augmented solution may be very erroneous , the original system solution 

is just a local pa此， and can be very precise. Numerical examples showed the presented method could 

solve extremely ill-conditioned linear systems simply and effectively. 
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线性方程组

Ax=h , (1) 

当系数矩阵的条件数 IA -IIIIIA 11很大时称为病态方

程组，这时常规数值解法中浮点运算的舍人误差积

累通常造成解的巨大误差，甚至连 1 位有效数字都

没有[1]. 病态问题现在已有很多解法，如条件预优

法、迭代校正法、投影法、奇异值分解、刚性常微分方

程法、优化算法等，但若综合考虑简便性和有效性，

则比较理想的并不多.笔者曾注意到，用普通解法求

解病态方程组，虽然计算解可能面目全非，但余量很

小，即仍能很好地"满足"原方程组(用主元三角分解

法求解后文的 Hilbert 病态问题) ，据此提出了简便

有效的误差转移法[2]. 其有效性在大地测量中也得

到了检验[3]. 笔者再次观察上述普通解法的结果，
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又看到虽然总体上解没有一位有效数字，但前几个

分量却比较准确.这是因为基于消元的解法在消元

过程中误差逐渐向后传递，越往后误差越大，由此不

难理解计算解中前部分的精度一般比后部分好.据

此，本文提出另一种解法，即将病态方程组放到一个

增广的系统中考虑，这时原方程组的解只是增广解

的一个局部，并处在增广解的前部，再适当构造增广

方程组，就不难获得比较准确的解.不妨称此方法为

增广方程组法.

1 重法设计

1. 1 基本形式

本文算法归结到如何构造增广方程组，这里考

虑如下形式:
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角分解法[4] 解方程组(3a) ，解的前 n 个分量即为方

程组(1)的解.(3) 

A] Á21 rX]l rb] 
(2) , 

A3 A4 j lX2 J l b2 
其中 A] ，A2 、A3 和儿都为 nXn 矩阵 ， x] 、x2 、 b] 和 b2
都为 n 维列向量.

增广方程组(2) 的构造可考虑如下原则: 1 )增广

解的前一个分量 x] 为原方程组(1)的解 x;2) 矩阵

A] 、皂、A3 、4 和列向量 b] 、b2 尽可能简单 ;3 )增广矩

阵前 n 行有良好的线性无关性，以减少矩阵前半部

分的病态'性; 4) 增广矩阵具有一定特殊性，如对称

性、稀疏性等，以便利用特定解法以减少求解时间.

本文取如下形式:

D A T, rx1 rO 

A o JlyJ lb 

其中，D 为对角矩阵 ， 0 为零矩阵，这时增广矩阵为

对称稀疏矩阵，且前 n 行/列有很好的线性无关性

[比如:即使 AT 的各个行向量几乎线性相关，但增广

向量组[D ATJ 线性元关].

由于系数矩阵对称，采用对称解法可以减少一

半左右的时间，这里采用胡圣荣[4] 提出的通用对称

解法，考虑到增广矩阵的特殊性，分解还可简化，比

如 A] =D ，前 n 行的分解实际不必进行，

1. 2 实用形式

考虑到行均衡处理对病态问题常常有一定效果

且比较简便(但也经常失效) ，这里先对原方程组

, 

(1)进行 1 次行均衡处理，即

Ãx = b ( la) 
Ã=Q烛 ， b = Qb 

其中 ， Q = di吨 1 q户， qi1 ，…， qfhqz 为 A 对应行上

元素的最大绝对值.方程组(3) 变为:

D ÃT, rX O 
(3a) • 

Ã OllyJ lb 

问题归结到D 的选取.最简单可取为单位矩阵

1 ，这时结果见表 1 ，效果已相当好.

表 1 解的有效数字位数(D =1) 

Tab. 1 Number of significant digits ( D = 1) 

阶数
例 1 例 2

X, = 1 zs=z x, = 1 Z.=z 

1∞ 3 7 4 7 

为了探讨D 的更好取法，将(3a) 展开:
nu --

γ
J
 

伊
'

~Ab += XZ D~A 
(3b) 

消去 z:

AD-1+ATy=-b , (3c) 

即 (λD -]/2 ) (ÃD -]/2 ) T Y = - b . ( 3d) 

可见，D 实际以孟D-]/2形式出现，这是对λ 进行

列处理.一种常用列处理是列均衡，故Dν2取为λ 对

应列元素的最大绝对值-相应地 D 取为该最大绝对

值的平方.

最后得到如下解法:1)对方程组(1)行均衡处理

化为(la) ;2) 构造增广方程组(3a) ，其中 D 为孟对

应列元素的最大绝对值的平方; 3 )采用通用对称三

1. 3 与误差转移法的关系

从式( la) 、 (3b) 、 (3d) 可得

(QAD ν2) (QAD- 1/2 ) T( _ y) = Qb 
(4) 

x = D-1 (QA)T( - y) 

这个形式与文献[2J 实际上是相同的: (QAP) 
(QAP) TZ = Qb ,x =P( QAP) TZ ，这里 P=D ν2. 可见

前面给出的增广方程组法可看成文献[2J 误差转移

法的增广形式.但 2 种算法建立的出发点或依据的

思想是不同的，且实际计算过程也不同.

进一步，增广子矩阵的不同选取将获得不同的

增广方程组法，相应地可转换成不同的误差转移法，

反之亦然.

顺便指出，本文方法与方程组(1)的等价最小二

乘问题

min 11 b - Ax 11 (5) 

的等价增广形式

r +Ax = b 

ATr = 0 
(5a) 

和
1 A l[ r 

A T OJ lx 

b 

O 
(5b) 

似乎有些相似，但效果是完全不同的:方程组(5b) 的

解 Z 的精度与直接求解原方程组(1)基本相同，对病

态问题元效.这是因为其解 Z 没有放在增广方程组

的前部.若将方程组(5b) 改写为如下形式:

o AT,rx 

A 1 J Lr 

O 

b 
, (5c) 

这时虽然解 Z 放在了增广方程组的前部，但其前 n

行/列的线性无关性没有得到改善，对病态问题仍然

无效.
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2 宣例

本文选取常用的具有代表性的 3 个典型算例以

检验算法的有效性.

例 1:αu=?1寸， iJ=1 ，1 … ， n
, l+]-J 

例 2:α1J=1 ， αJ14 ， j =l ，1 …，叫

αZJ=α卜 1j + αu-1;i ，j=1 ，2 ，… ， n. 

例 3:问= max( i ,j) , i ,j = 1 ,2 ,… , n. 

以上 3 例的系数矩阵中，例 l 为 Hilbert 矩阵，例

2 为 Pascal 矩阵，它们是典型的病态矩阵，当阶数不

太高时(如 10 阶内)病态程度就已相当严重，并且随

阶数的增加，病态程度的增长非常剧烈，常规解法基

本无效;例 3 是非病态矩阵.

由于系数矩阵病态时，计算解并不一定总有很

大误差(隐性病态) ，这要求右端项的取法不能太特

殊，否则这样的算例难以说明病态算法的有效性[5].

这里将 3 个例子分别取 bz=Eαij(i = 1 ， 2 ，...， n) 和

bz=pq ×j(i=1 ，2 ，…，时，显然准确解分别为 x=

11 ,1 ,…, 1 f T 和 x= 11 ,2 ,… ,n f T. 计算结果见表 2.

表 2 解的有效鼓字位数1)

Tab.2 Number of significant digits 

阶数
例 1 例 2 伊tl3

Xi = 1 z.=1 Za=lza=i za=L zs=ι 

25 5 6 8 8 12 11 

50 6 6 8 6 11 11 

1∞ 6 6 7 7 11 10 

1)随 CPU 和 Maùab 版本不同，数据会略有变动

从表 2 可见，对例 1 和例 2，随阶数成倍增长(病

态程度急剧增长) ，解的精度非常稳定也非常高，算

法表现出很强的抗病态能力，这在所见的一些算法

中是少见的.对于非病态问题例 3 ，解的精度很高，

并与直接列主元三角分解法相当，表明算法并没有

引人明显的额外计算误差.

3 小结

从以上算法和数值结果可见: (1)用增广方程组

法解病态线性方程组具有简便、有效、新颖的特点;

(2)增广方程组子矩阵的不同选取可获得不同的增

广方程组法，相应地可获得各种不同的误差转移法，

反之亦然 ;(3)增广方程组法和误差转移法建立的思

想是不同的，但两者有对应形式，故对病态问题的有

效性可一定程度地相互解释;但具体计算过程不同，

两者的精度应是有区别的.本文仅给出了增广方程

组的一种具体的构造方法，其算法在 AMD XP 1800 

+ CPU 的微机上用 Matlab7.4 实现.
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