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一类二阶非线性中立型方程的振动定理

付银莲，文斌
(华南农业大学理学院，广东广州 51侃42)

摘要:利用 φ(t ， s ， r) 型函数和Riccati 技巧，建立了一类具有连续分布滞量的二阶非线性中立型微分方程的一些新

的振动准则.
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Oscillation Theorems for a Class of Second Order Noniinear Neutral Equations 

FU Yin-lian , WEN Bin 

(College of Sciences , South China Agricultural University , Guangzhou 510642 , China) 

Abstract: By using functions of the fonnφ ( t ,s ,r) and a Riccati technique , some new oscillation criteria 

were established for a class of second order nonlinear neutral difIerential equations with continuous dis­

tributed delay. 
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考虑具有连续分布滞量的二阶非线性中立型微

分方程

[x(t) +p(t)x( 'T(t))f + 

q(t ,Ç)f(x[g(t ,g) J)dσ(g) = 0 , t ~ to, (1) 

的振动性.

本文中记 1= [to ， ∞ )， Ro=[O ， ∞) ,R+= (0 ， ∞) 

且始终假设下列条件成立:

(Cl) p(t) εC(I， [O ， l J); 

(C2 )r( t) εC(I， R) ，'T (t) 运 t ,t EI且lim'T( t) =∞; 

'(C3) q(t ， g) ε C(I x [α ， bJ ， Ro) 且 q(t ， g) 在

任意的[ι ，∞) x [α ， b ]， ι ~.to 上不最终为 0;

(C4) f(x) E C(R ,R) J(x)lx ~ k > O,x =p6 0 , 

k 为常数;

(C5) g(t ， g) ε C(I x [α ， bJ ,R) ， g(t ， g) 运人

5ε[α ， bJ ， g(t ，Ç) 关于 t 和 5 非减且 g' (t ， α) > 0 , 

t εI，JiJ1111]ig(SJ)|= ∞; 

( C6)σ(0εC( [α ， bJ ， R) 为非减函数，方程
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(1)中的积分是 Stieltjes 积分.

仅限于考虑、方程(1)的正常解，即不最终恒为 O

的非常数解.一个正常解称为振动的，如果它具有任

意大的零点;否则，称之为非振动的.如果方程(1)的

所有正常解都是振动的，那么称方程(1)是振动的.

中立型方程的广泛应用，使得近年来中立型方

程的振动问题受到很大关注，也得到了许多结

果[ I 飞这些结果都是以lim sup[ • ] =∞的形式给

出.受 Sun[5 l , Yang[6-7 l 和 Dubé 等问工作的启发，本

文引进三元函数类 Y对方程(1)建立一些新的振动

准则，结果形式变为lim sup[ • ] >常数.
←~ .. 

下面定义函数类巨记 E = 1 (t ,s ,r): t~s~r~ 

to f ,Eo = 1 ( t ,s , r): t > s > r ~ to f .称函数 φ=φ( t , 

s ， r) 属于函数类 Y，记作 φε Y，如果 φε C(E ， Ro) 满

足 :t~r~to 时 φ(t ， t ， r) = φ( t汀 ， r) =O ， (t ， s ， r) ε 

Eo 时 φ(t ， s ， r) >0 ，且 φ (t ， s ， r) 在 E。上对 s 有连续

偏导数，使得

坐缸中王}
θs 

=φ(t ， s ， r) φ (t ， s ， r). (2) 
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设 φε Y， g(t) εC (I， R). 定义算子 A[. ;r , t] 

如下:

ω r ，υ川， t]ι]=[归φ ( t ，川山川s ，ν，卢r帧
容易验i证正 A[. ;严r ， t]ι] 是线'1生算子，并且满足

A [g' ; r ,t] = - A [gφ ; r ,t] , g E C) (I, R). (4) 

回顾 Philos[9]定义的已被广泛应用的二元函数

类 x. 设 D=1 {t， s):t汩汩o 1 , Do = 1 ( t , s ) : t > s 注
to 1 ，称 H=H(t ， s) 属于函数类 X ， 记作 H EX，如果

Hε C(D ， Ro) 满足:ZEESo 时 H(t ， t) =O ， (t ， s) ε Do 

时 H(t ， s) >0 ，且 H(t ， s) 在 D。上关于 t 和 s 有连续

偏导数.

注意到对任何矶 ，H2 ε X ，有 H)(t ， s)H2 (s ， r) ε

卫下面将利用函数矶，风 εX 的乘积 H) (t ,s)H2 (s , 

r) 对方程(1)建立几个新的振动结果.

本文得到的振动准则适用于下列方程

~(t)+p(t)x( 7" (t))] 飞L qi(t)兀 (X[gi( t)]) =0 ，白 to.
i ;:: 1 

1 Kamenev 型振动准则

定理 1. 1 如果对每一个 r~to ， 存在函数 φεY

使得

li~_~upA I kL q(s ,ç) 11- p[g(s ,ç)] 1 dσ(ç) -

φ2(t ， s ， r) 
旦且tiL-rJ| > 0 ,
4g' (s ， α) , 

(5) 

其中算子A、函数 φ(t ， s ， r) 分别由式(3) 和 (2) 定义，

那么方程(1)振动.

证明 若方程(1)有一非振动解 x( t) ，不妨设存

在充分大的 t) ~ to 使得对所有 t ~ t) , x ( t) > 0 

(若 x( t)最终为负，可类似证之).由 lim r( t) = ∞， 
，-哼回

Ji专JEL]|g(tJ)|= ∞知存在 t2 ~t) 使得

x( 7" (t)) > O,x[g(t ,ç)] > O,t ~ t2,ç E [α ， bJ . 

则有

./.、.
可

z(t) = x(t) + p(t)x( 'T (t)) , (6) 

z(t) ~ x(t) > 0 ，♂(t) 运 0 ， t ~ t2. 

可以断言 z'(t) ~0 ， t~t2. 若不然，则存在乌兰 t2
使得 z' (t 3 ) < O. 由 z"( t) 运o ， t~t2 有 z' (t) 白'(乌) < 

0 ，自 t3 • 从乌到 t 积分得 z ( t) :白(乌) + z' ( t3 ) (t -

t3 ) .因此得到limz(t) = -∞，这与 z(t) >O ， t 二~ t2 矛

盾.

由方程(1) ，式(6) 和(C4)得到

o = z"(t) + (q(t ，Ç)f(x[g(t ， ç)])由(ç) 声

z"(t) + kl q(t ， 王) 1z[g(t ,Ç)] -

p[g(t ,ç) ]x( 7" [g(t ,ç)]) 1 dσ (ç) . 

利用7"( t) 运人比 I 和 z'(t) ~O ， z(t) ~x(t) ， t~ 

t2 可得 z[g(t ，Ç)] ~z( r[ g(t ，Ç)]) ~x( r[ g(t ， 

Ç) ] ) ，因此

z"(t) + kl q(t ,ç) 11 -

p[g(t ,ç)] lz[g(t ， ç)]dσ(ç) ~ O,t ~ t2, 

进一步，由 g( t ， ç)关于 5 非减得 z[ g( t ， α) ] ~z[g( t , 

5汀 ， ç ε[α，的.从而

A 可

z"(t) + kz[g(t ， α) JL q( t ,ç) 11 -

p[g(t ,ç)] 1 dσ(ç) 运 O ， t ~ t2. 

' (s) 
(s) = 

z[ g( s ， α) ] , 

注意到♂(t) 运 0 ， t ~t2 和 g(t ， ç) 运人 çE[a ， b] ， 有

z' (t) 运z'[g(t ， α) ] ， t~t2. 因此

气 s) z'(s)z'[g(s ， α) ]g'(s ， α)ζ 
'(s)=-

z[g(s ， α)] /[g(s ， α) ] -.; 

- kL q(s ,Ç) 11 - p[g(s ,ç)] 1 dσ (ç) -

g' (s ， α)ω2 (s) , 

IW 

kl q(s ,ç) 11 - p[g(s ,ç)] 1 dσ(ç) 运

-ω'(s) - g'(s ， α)ω2(S) ， S~t2. (7) 

对式(7) 应用算子 A[. ;r , t] (t~r~t2)'并利用

式(4)得

AIdq(SJ)il-PU(SJ)]idσ(衍，
A[ w(s) φ (t ， s ， r) -g'(s ， α)ω2(S) ;r ,t] = 

A 1- I而百元(s)- φ(υ止i2+
2 / g' (s ， α) 

京市;T ，卡 A[告:1苦;什 (8) 

由式(8) 得到

豆豆丘辽L. r 汀<:()
4g' (s ， α) " ,. J -.; ~ 

这与式(5) 相矛盾，故定理1. 1 得证.

由定理1. 1 可知，选择不同的 φ(t ， s ， r) 可得到

方程(1)不同的振动的充分条件.例如，取 φ(t ， 5 ， r) = 

H) (t , 5) H2 (5 , r) ，其中矶 ， H2 EX. 定义 h) ， h2 如下:
。IH) (t ,5) 

。s
= - hj (t ,5)/Hj (t ,5) , 
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。'H2 (s ， r) • / , f 
4 =hz(s ， r)乒乓 (s ,r) , (9) 
。s

其中 hl ， h2 在 D 上局部可积.那么根据定理 1. 1 可得

下列定理.

定理 1.2 如果对每一个 r~to ， 存在函数矶，

H2 ε X ，使得

吧~Up[HI(t ， S)H2(s ， r) [k
a

q(s ,OII­

/九 (s ， r)
p[g(s ,ç)] I dσ(Ç) -一一一一卜J一一一-

4g' (s ， α) \ 

h1 ( t , s) \ 2 1 
二一一一=llds>O

JHI(t ,s) I J 

其中 hl ， h2 由式(9) 定义，那么方程(1)振动.

若取 φ (t ， s ， r) = ρ (s)(t-s) α(s -r)8 ， 其中

ρ(s) ε CI (I，R+) ， α ，β> 1 为常数，则由定理1. 1 可

得下列振动结果.

定理 1.3 如果对每一个 r~to ，存在函数ρ(s) ε

CI (I，R+) 和常数 α ，β> 1 ，使得

iρ'( s) 
p[g(s ,ç) ] I dσ(ç) - A::万 γ 严乒乒

βt - (α+β)s +αr \ 2 1 
Ilds>O , (t-s)(s-r) I J 

那么方程(1)振动.

进一步，在定理1. 3 中令 p(s)=1 ，并设 g' (s , 

α ) ~ð >O ， s ε 1 ，δ 为常数，则可得到下列重要结果.

定理 1.4 设 g' (s ， α)~δ >O ， se/ ， δ 为常数.如

果对每一个 r~to ，存在常数 α ，β> 1 ，使得

l吨i吧吃U:?严u叩p i卢丰丰忐=立巾T
p[g(μs ， çρ) J川Idσ(çρ)d由s > 

r(α- 1) f(β- 1) 
aß( α+β-2) ， (10) 

4[(α+β) 

那么方程(1)振动.

证明 若方程(1)有一非振动解 x( t) ， 不妨设存

在充分大的 s12判。，使得对所有 t ~ t1 ,x ( t) > O. 同定

理1. 1 的证明得到式(8) ，取 φ (t ， s ， r) =(t-s) α(s 

- r)8 可得

[(t -s)α(s -叫 kq(s ， ç) l1-
p[g(s ,ç) J f dσ( Ç) ds 运

fμ[β卜 (α+β)s+dds(t - s)α-2 (s - r) 
4g'(s ， α) 

从而

[(t-s)α(s 叮)8L ðkq(s ,ç) /1 - p[g(s ,ç) J f 由(ç)出 g

打(卜。"(s-r)μ[β(t - s) -α(s -训出。1)

令 u=s-r ， v=t-r ， 可得

[ (t - s) ", -2 (s - r)β2[β(t-s)- α(s-r)J 2ds= 

rr U8-2 (t - r - u) α2[β(t-r-u)-叫du = 

I U8-2( V - u) α-2 [β(v - u) - 叫du = 

扩{U8-2 (V - u) αdu - 2aß { U8-1 (v - u) ", -1 du + 

αV(…)α 2du. (12) 

利用下列欧拉 Beta 函数:

ilz r(m)r(n) m1(1-z)vIdz= ,Re( , n) > 0 ,
f(m + n) 

令 x=旦，可得
U 

{U! -2(…) ",-2 [β(…)叩J 2du = 

(f♂φIf(β- 1)f(α+ 12. _ ")~IJ..."'+ß-I 旦且旦旦2+
f(α+β) ~V f(α+β) 

JJ价If(β+ 1)f(α-1) 一
-- f(α+β) 

-1 f(β- 1) f(α-1) r 
|β2α(α- 1) -

f(α+β) L 

2aß小 1)(α-1) +句(β- 1)] = 

f(α- 1) f(β- 1)咀。β(α+β- 2) 严-1. (13) 
f(α+β) 

代回 v=← r，根据式(12) 和(13 )得到

[(t - s内-俨[β(t - s) -α(s -r)J2也=

r(α- 1) [(β 一 l) 1. _ \ ",+8 αβ(α+β-2)(t-r)时.
f(α+β) 

(14) 

由式(11 )和(14) 得到

huPFLtrf(t-川- r) 8 L ðkq ( s ,0 /1 -

p[g(s ,ç:) ] I dσ( ç:)ds ，"，三

r(α- 1)[(β- 1) 
aß( α+β- 2) 

4[(α+β) 

这与式(10) 相矛盾.定理1. 4 证毕.

由定理1. 4 可得下列推论.

推论 1. 1 如果对每一个叫，存在常数λ 〉÷

或μ 〉÷，分别使得

① liuupjJ巾
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δ问(s ， g)jl-p[g(s ， g)Jfdσ(g) ds > 

λ 

(2λ- 1)(2λ+ 1) , 

或

② hupj去TJS(t-s)2(s-r) 单

8均(s ， g) j1 -p[g(s ， g)Jfdσ(g)ds > 

丝
(2，μ- 1) (~μ+ 1) , 

那么方程(1)振动.

证明 ①在式(10) 中令 α=2λ ，λ 斗，β=2，得到j

lim阳mInm…n su旷1
a仨忡-哼φ锢 , R 

(t - S)2A(S - r)2 L δkq(s ， g) j 1 -

p[g(s ， g)Jfdσ (g) ds > 

r(2λ-1)f(2-1) -
(2λ)2(2λ+ 2 - 2) 

8λ2f(2λ- 1) -

4(2λ+ 1) (2λ)(2λ-1) f( 2λ- 1) -

λ 

(2λ- 1) (2λ+ 1)' 

②在式υ0) 中令 α= 2 ，β=问〉÷，类似于
①，可得证，推论1. 1 证毕.

2 区间振动准则

可以看到第 1 节中的结果都包含系数p 和 q 的

积分，因此需要系数在整个问，∞)上的信息.本节

中，将对方程(1)建立几个新的区间振动准则，即由

方程(1) (或p 和 q) 仅仅在[句，∞)的一系列子区间

上的性质给出的准则.

定理 2. 1 如果对每一个 r~句，存在函数 φ EY

和常数 d>c~r ，使得

豆豆&ELCJl 〉 0 ，
4g' (s ， α) ,-, - J 

其中算子A、函数 φ (d ， s ， c) 分别由式 (3) 和 (2) 定

义，那么方程(1)振动.

证明 同定理1. 1 的证明，将其中的 t ，r 分别用

d 和 c 替换，可以看到方程(1)的每个解在区间 (c ，

d) 中至少有一个零点，即方程( 1) 的每个解在[ to , 

∞)上有任意大的零点，从而方程(1)振动.定理 2. 1 

证毕.

类似于第 1 节中的讨论，可得下列推论.

推论 2. 1 如果对每一个 r~句，存在函数矶，

H2 εX和常数 d > c~r ，使得

cy川H乓'1 (dιωω，s叫sο)乓(队s乌叩川，乒川c)叶[k斗吐L q(s叫，g趴5

1 I hι2(υs ，乒，c)吵) hl (ωd ，s叫sο) \ 2 1 
一一--:-1 一一一一一一-一一一一一~， Ids >0 

4g'(s ,a) \ I瓦瓦c) .;商币s) J J 

其中 hl ，hl 由式(9)定义，那么方程(1) 振动.

推论 2.2 如果对每一个 r~句，存在函数p(s) E 

CI (I，R+) 和常数 α ，β >l ， d>c~r ，使得

t p(s)(d - st(s -叫 kL q(s ,ç) j 1 - p[g(s ,ç) ] f由(g) -

1 . (p'(s) +βd-(α+β)s + αc)ì 2 1ds >0 , 
4g'(s ，α)\p(s) ' (d -s)(s -c) J J 

那么方程(1)振动.
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