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一类趋化性生物模型的有限差分

郭昌洪，房少梅，王霞
(华南农业大学理学院，广东广州 510642)

摘要:研究了一类趋化性( Chemotaxis) 生物模型的有限差分，证明了此差分格式的稳定性，并给出了算法和数值

例子.
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Finite DifTerence in a Biological Model for Chemotaxis 

GUO Chang-hong , F ANG Shao-mei , W ANG Xia 

(College of Sciences , South China Agricultural University , Guangzhou 510642 , China) 

Abstract: The finite difference in a biological model for chemotaxis was studied , and stability of the finite 

difference was proven. At last the theoretical results were checked by numerica1 examples. 
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目前对趋化性生物模型( Chemotaxis )已经做出

了相当多的研究[14] ，现我们讨论如下的 Keller-Segel

数学模型

ðb ð r / , ðb 一= ~ ~μ(s) ~V _χ(s)b 孚~ , (1) 
ðt ðx 1" 'ðx 叩 ðx

asJ 一 =D 一号 -K(s)b ， (2) 
ðt ðx" 

其中 ， b( 元 ， t) 为细菌的密度 ， s(x ， t) 为营养物的浓度，

D~O 为营养物的分子扩散系数，以 s) 表示细菌的自

由迁移强度，χ(s) 为趋化4性的反应系数 ， K( s) 表示单

个细菌消耗营养物的速率.

对 D=O 时，前人利用相平面分析的方法得到了

相应方程行波解存在的充分条件[14. 黎勇[ 3 ]利用

相平面分析方法在μ(s) ， χ (s) ， K(S) 均为幕函数的

特殊情形下得到了行波解存在的充分必要条件.孔

样红等[4] 采用直接积分的方法给出了人场波解存在

的充分必要条件.本文讨论当 D >0 时，在 r = 0 , 

p=1 ， 1-β 〈 α<1 情形下，方程(1)、 (2) 的数值模拟

问题，并且构造了该问题的有限差分格式，证明了稳

定性，最后给出了数值例子.以前给出的是关于理论

证明解的存在性，本文在此给出了其数值解及其解

的模拟.

1 问题与记号

对上述模型里的 μ( s) ， χ (s) ， κ (s) 取以下的幕

函数形式

μ(s) = μosr ， χ (s) = KOSα ， K(S) = 80/sP , 

其中 :μ。， χ。，δ0230;r ， α ，p 均为常数.于是可以得到

ðb ð r r ðb 只 A一= ~ð fμoS 一-斗 ~s ~ , (3) 
ðt ðx I'Vδx sP ðx 

ðs ~ is 
一 =D 一τ - Kos"b. (4) 
ðt ðx" υ 

对方程(3) 、 (4)做变换:反再o X =X ,Kot =t ，并

令ç =DI.μ。，而又为了方便，仍记孟 ， t 为 x ,t ， 于是方程

(3) 、 (4) 可变为

ilb a r . ab ßb a 孚 =JLJSr 子 _e.子孚~， . (5) 
dt dx I dx sr dx 
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 其中 ， D >O , r =O ,p = 1 ,1 -β 〈 α<1 条件下可得方程
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(7)-(10) 

ðb ð r ðb βb ð 一=一{一-巴 ij ， Z ε [0 ， L] 
ðt ðx I 

(7) 
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(8) 

b (x ,0) = bo (x) ,b, ( 耳 ，O)=b， (x) ，

b(O ,t) =b(L ,t) =0 , (9) 

S (x ,0) = So (x) ,S, (x , 0) = S, (x) , 

S (0 , t) = S ( L , t) = O. ( 10) 

设。= [0 , L] ,1 = [0 , T] ( T > 0). 对平面区域

。 xI作网格剖分，取空间步长 h = L/N ， 取时间步长

T ， i己 ZJ=庐，马 =kT (j =0 ， 1 ， 2 ， … ， N;k=0 ， 1 ， 2 ， …，

[TIT]) ， N 为正整数.

设 bk ， sk 为第 k 时间的网格函数.

约定:

J.. k _坠二丑 I. k 仨坠1
Vjx - h , Ujx - h ' 

, b~. ， - b~ ， 1 , . 
hl亏LL=言(bp+ 哈) , 

其中，可是网格函数 bn 在 (jh ， kT) 处的近似值.同样

可以定义关于时间 t 的差商形式巧，时，时.

在方程(7) 中，令 C(x ， t) = bls , A = ðbl缸 ， B = 

-βC(x ,t) ðsl缸，在矩形域中 [Xj _ 1I2 主三 x::三 ZJ+山 ， tk 运
t 运 tk + 1 ] ，对方程(7) 积分可得

c:;[Wbl)-川k) ]出=

jf[州川) - A(句 112 ,t) + 

B(Xj+1I2 ,t) - B(xj_山， t) ] dt , (1 1 ) 

其中

ðb / , b(xj ,t) - b(xj_1 ,t) 
(a) A(x 

士刊刊[C::f严刊飞X1〉川hA剧A(xj_问怀钓耳-→-112' tωω川川尼川川， t冽t吵)d也t = 川，-川卢-11扰lν川川12
-b (xj ， t k +川+叶1) -b(x川 ， tk +川+叫1 ) 

(1 - 81 )A(x川12 , t k )θl h + 

b(x; ,tk) - b(x户 ， tk )(1 - (
1

) -'-',,'., , -"-'-"-k/. (12) 

一 β fJ C(x叽州， t) 豆主主d由x =-β 旦坠主(问Z钓凡xj_ 1→-1νω/x川 a伽x ,- ð缸z J Z儿'J'

去(Xj_ 1/2 ,t) ， 则有

( x; ,t) - b(s• ,t) 
B(xj 山 ， t)h =-卢吭(t) J h J 

i ls}(zr山 ， t)dt = 8ß(xj 山 ， t k + 1 ) + 
T J 'k 

(1 - (2 )B(xj_川 ， t k ) = 

( X j , t k+1 ) - s(x川 ， tk + 1 )
-β82时I

h 

( xj ,tk) - S(Xj_1 ,tk) 
β(1-02)wfJ ，巾， (13) 

其中

~i+l/2 

(c) I --'b(x ,tk)dx = hb( 句，凡) =叫. (14) 

将方程( 11 )两边同时除以 Th 并应用方程

(12) - (14) ，从而可以得到
b~+1 - b~ 1 r , _. ,. 
干」-L= 计。I(bf+11-bfl)+

T n，' 、- -

(1 -θ1)(札 - bn - 81 (旷1-bJJ11)-

(1 - (ì1 )(时- b;_I) } + ~ { -毗1 (弘1 _ S;+I) _ 

(1 - (ì2) W7+1 (弘- s;) } +且 {θ2时+1 (俨 -sjJJ)+
h2 

(1 - (2 ) 时(导-孚1) }. (15) 

对于方程(8) 同理可得

汇二1:=ESLl- 节 +sl!.
- (s;)吨T h, 

令 rl =ç/肘，即有
rl=时+1 + (1 -2rl )s; +时-1 -T(S;> α b; , 

(16) 

最后对于边界初始条件，同理可得到

b l 
- b? .. 

帅j'O) =bo (州，ι」 =bz(z) ， b;=b:=0 ，• T • 

(17) 

巾:j ,0) =句 (x，) ，仁旦=仰，)，s;=si=0·. ~ T ~ 

(18) 

综上所述可得方程(7) -(10) 如下的显式差分

格式

bk+l=?工一-J otb?:11+od+J+ 
J h" + 281 T L -, P' 且，-，

[~2 _ 
2 (1 - (1) ] bj

k 
+ (1 _θl)(bj\1 +b;.I) ~ + 

主住一{-02wf:11(sft-tl)-
h" +2(ì1T 

l -" P" J"" 
" 

(1-(ì2)吭1 (在 1 - S;) } + 1. 2 食之 { (ì2时+l(sfl-
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s;:n + (1 - ()2 )时时-仁) }. 

rl=rlι1+(1-2T1 )导+

叫-1 - r(导 )α时，
b( 句，0) =bo(xj ) ，可 =bf+Tbs(句) , 

b~ =b~ =0 , 

S( 衍，0) =句 (ZJ) ，4= 可 + rs ,(x) , 

s;=s:=0. 

2 有限差分法的稳定性

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

前面假设了 C(x ， t) =b(x ， t)/s(x ， t) ，在生物上

细菌的密度与营养物的浓度构成指数函数的关系，

且与时间无关，因此假定 C(x ， t) = 矿，并令 θ1 = ()2 = 

112 ，于是从方程(15) 可得

wrll= 汇+1巾=士(e与+l-eZJ)

b~+1 -b~ =工τ ( b~了，1 _ b~ + 1 + b~"， - b~ ) + 
J - J 2h" 飞 }TI J JTI JI 

工τ ( _b~+1 +b~:i -b~ +b~_1 ) -
2h" 飞 J J-J J J 且 F

乓(e'j+l-e'j ) (归 -r1+札 -s; ) + 
2h 飞 J' J. J JTI JI 

乓(e'j-e'j - I ) (俨 -fJ 叫 - S;_1 ) 
2h 飞

根据中值定理可得

f严=肌肉， Xj + 1 ] 

再令 T2 =r/肘，于是可得

才r川 +(1+r2)bTl÷rJJJ11 才rJLI-

(1 -T2 )b; 古碑1 = -手ρ(4:问

记

k+1 . k ，、 k , k 
S; ''- + s:'. , - L.s; + S;' • )-1 . ~J+I --)' -J-l (23 ) 

bk = [ b~ ， b; ,…,bL]' , sk=[si , s; ,…,sL1]' , 

Fk = [ (S~) α b~ ， (S~) α时，…， (S~ -1 )αb~_I]" 

设 I 为 N-l 阶单位矩阵 ，A 为 N-l 阶对称矩阵

O 1 O • • • O O 

O • • • O O 
• • • • • • • • 

• • • • • , 
000 … o 1 

000 … 1 0 )N-1 

结合边界条件为齐次的，并且根据方程(19) - (22) 

可得

Sk+1 = [(1 -2T1)1 +T1A]Sk -rFk, 

(1 +T2 )1-扫 bk + 1 = (1 -T2 )1寸明 I bk -

手e' ( - 21叫)(i+ 1 +S勺，

即有

bk+1 = - (1+r2)I÷rJ l (1 -T2 )1+ 

护 bk _ 手e'( - 2川 (Sk+1 + i) ~， (24) 

Sk+1=[ (1 -2T1)I+T1A]Sk_ rFk. (25) 

设 X是定义在某个给定区域 B 上的具有某种性

质的函数组成的一个 Banach 空间，对于 U EX ， 可以

定义范数为:

11 U 11 ∞ =IIlr||u(z)|| ， 

或者 11 叫 1 L2 =.j JD I u(x) 2dx 

如果将 U 在 ZJ 离散化，得 u=[ 叭，屿，… ， Un ] ' , 

则可定义相应的 Euclid 范数

11 u 11 2 = L 吃 2 ， 11 u 11 川= hZMJ 尸，

11 U 11 ., =旦旦|问 I • 

定义 1 [5] 对于差分格式ACJ" +1 =BCJ" 或 CJ" +1 = 

Ql尸，如果存在 ro > 0 和常数 k > 0 ，对一切 cf EX , 

o <r运 ro 和 O::::;k::::;[TIr] -1 ，成立

11 Uk 
+ 1 11 = 11 Qk + 1 cf 11 运 k 11 cf 11 , (26 ) 

则称此差分格式在范数 11 • 11 的意义下，关于初值

稳定

定理 1 [5] 差分格式 Uk + 1 = QUk 稳定的必要条

件是存在与 T 无关的常数M ，使得ρ(Q) 运 1 +Mr. 其

中 ρ(Q)是 Q 的谱半径.

定理 2 [5] 若 Q 是正规矩阵(~p Q 满足 QQ ‘=

Q*Q ， Q* 为 Q 的共辄矩阵) ，则定义 1 中的式 (26 ) 

也是差分格式稳定的充分条件.

推论 1 [5] 若 A 为对称矩阵 ， Q 是 A 的实系数

有理数函数 Q=R(A) ，则差分格式稳定的充要条件

是ρ(R(A)) 运 1 +Mr. 

定理 3 若矩阵 A 由前面给出，当 T1 = çr/h2 运

112 ,T2 = r/h2 > 0 时，方程 (7) -(10) 显式差分格式

(19) - (22)关于初值 bo(x) ， so(x) 是稳定的.

证明 由给出的矩阵 A ， 结合定理 l 、定理 2 和

推论，对于方程(24) ，可得出 Q 为 :Q=[ (1 +T2 )1-

T2A/2]-I[(I-T2 )I+T2A/2] ， 其特征值为 λ?=
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1-r2+72叫灿) 1- '2 [1 - cos(灿) ] 

'2 _ ,." - 1 +'2 [1 - cos (厅h) ] ' 
1 + '2 -兰. 2COS (f7Th) _. <户

(j =1 ,2 ,… ,N-l). 

于是，对于任何的巧，都有 |λfl 运: 1 ，因此，此差

分格式是稳定的.

同样，对于方程(25) ， Q=[ (1 -2'I)I+'IA J，其

特征值为

λ.f = (1 - 2'1) + '1 • 2∞sU刑) =1-2'1[I-cosV优先) ] = 

1 -4'1 剑n2 (j7Th/2) , (j = 1 ,2 ,. . . , N - 1 ) , 

要使 |λ?| 运 1 +M ， 即要

-1 - M 运 1-4rlsitu作h/2) ~ 1 + M , 

化简为

4'1 sin
2 (j7Th/2) 运 2 + M , (j = 1 ,2 ,... , N - 1) , 

解得 rlzz1/2. 

即当 çTlh2 ~ 112 时，此差分格式稳定.综上所

述，当 '1 = çr/h2 运 112 ， '2 = r/h
2 > 0 时，方程 (7) -

(10) 显式差分格式方程( 19) - (22) 关于初值

bo ( x) , So ( x) 是稳定的.

3 数值例子

为了方便数值计算，在方程(7) - (8) 中，令 ç=

1 ， α=1/2 ，β= 2 ，于是， = '1 = '2 = r/h2 ， 再加上边界

条件，可得

。b ð {δb ^ b ð ~~ - Ø\~_ f 一 -2-il ， Z e[0 ,1] , 
ðt ðx \ ðx 

ðs is ! 
一=一τ -sτb. t~O. 
δt az4' , 

(27) 

(28) 

b (x ,0) = sin ( 7TX) , b (0 , t) = b (1 , t) = 0 , (29 ) 

s(x ,O) =sin( 7Tx)/ex ,s(O ,t) =s (1, t) =0. (30) 

取空间步长和时间步长分别为 h = O. 1 , r = 

0.0005 ，则， =0.05 ，现在计算 t =0. 5 时 ， b(x ， 0.5) ，

s(x ，0.5) 的数值解，利用方程(24 )和 (25 )可计算得

出数值结果.

在 t =0. 5 时刻，细菌密度与营养物浓度的关系

如图 l 所示，从图 l 中可看出，所给的差分格式与实

际模型相符.

图 2 为在不同时刻(t) 处于不同位置(x) 的细菌

密度 b( 耳， t) 和营养物浓度 s(x ， t) 的函数值，如固定

时间 t ，则其截面表示的结果和图 I 表示的曲线非常

相似，从而进一步验证了我们所给的差分格式能很

好地模拟实际问题.
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图 1 在 t =0. 5 时刻细菌密度和营养物浓度函数值

Fig. 1 Genn density and nutrimental density functional value at 

t =0. 5 
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图 2

Fig. 2 Genn density function and nutrimental density function 
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