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Laplacian 谱半径和阶数相等的 C 圄图

刘木伙，李倩，文斌

(华南农业大学理学院，广东广州1 510642) 

摘要:设 G是 1 个无向的简单图 ，/1 表示 G 的阶数 ，mc( ν) 表示 U 作为 G 的Laplacian 矩阵的特征值的重数.得到了

Laplacian 谱半径等于阶数的所有 C 圈图，研究了 C 与 mc( ν) 之间的关系.给出了当 G 是森林、单圈图、双圈图、三圈

图、四圈图时 mc(川的取值范围，并确定了 mc ( /1)( ;;;. 1 )在该取值班围内取不同值时的所有图.
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The c Cyclic Graph Whose Largest Eigenvalue of 

Its Laplacian Matrix Equals Its Order 

1IU Mu-huo , 11 Qian , WEN Bin 

(College of Sciences , South China Agricultural University , Guangzhou 510642 , China) 

Abstract: G is a simple undirected graph of order v. 叫( v) denotes the multiplicity of v being an eigen­

value of Laplacian matrix. In this paper , the c cyclic graph whose largest eigenvalue of its Laplacian ma­

trix equals v is obtained , and the relation of c and mc ( v) is studied. Moreover , the range of mc ( v) is 

obtained when G is a forest , a unicyclic graph , a bicyclic graph , a tricyclic graph and a tetracyclic 

graph , respectively , and the graph is determined when mc ( v) ( ;:::, 1) takes different value in its range. 
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设 G = (V( 的 ， E( G)) 为无向的简单图 ， v 和 8

分别表示 G 的阶数和边数，即 v=IV(G) , e= 

1 E( G) 1. D( G) = di吨(d(v1 ) ， d(v2 ) ， … ， d (vJ ) 和

A( G) 分别表示图 G 的度对角矩阵和邻接矩阵，

L(G) =D(G) -A(G) 称为图 G 的 Laplacian 矩阵.

易见 L( 的是实对称、半正定的且有特征值 O. 设

λ1 ( G) ;:::'Å 2 ( G) ;:::，…;:::，札 (G) =0 为 L( G) 的谱，也称

为图 G 的 Laplacian 谱.特别的，称 λ1 ( G) 为 L( G) 的

谱半径，也称为图 G 的 Laplacian 谱半径. mc( v)表示

v 作为 G 的Laplacian 矩阵的特征值的重数，显然 O~

mc(v) ~v- 1. 如果 c=e-v+p ，其中 p 表示 C 的连

通分支的个数，则称 C是 1 个 C 圈图.若 G 的每个连

通分支都是 1 棵树，则称 G 为 1 个森林.由圈数 C 的
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定义可知 c( G) =。当且仅当 G 是 1 个森林.以下，分

别用飞、Pn 、Kn 表示 n 阶的圈、路、完全图.

图的 Laplacian 矩阵的谱不但有着重要的图论意

义，而且在物理、化学、生物和计算机网络中有着广

泛的应用，所以引起了学者们的极大兴趣[l-3]. 对于

图的Laplacian 谱的研究一般有 2 个方向，第 1 种是

确定给定的图的Laplacian 谱，第 2 种是由图的

Laplacian 谱去确定对应的图.对于后者研究较少，相

关结果见文献[ 1-2]. 本文得到了 Laplacian 谱半径等

于阶数的所有 C 圈图，研究了 C 与 mc (v) 之间的关

系.同时给出了当 G 是森林、单圈图、双圈图、三圈

图、四圈图时 mc(v) 的取值范围，并确定了 mc(v)

(注1)在该取值范围内取不同值时的所有图.
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1 一些引理

如果 V(H) CV(G)且 E( H) Ç， E( 的，则称 H 是

G 的子图.特别的，如果 H 是 G 的子图，且 V(H) = 

V( 衍，则 H 称为 G 的生成子图.如果 V( G) = V[ U 

飞 U … U 凡 ， Vi n 飞= Ø( i 手j)，且对任意的 uε 飞，

vε 吧 ， (u ， v) ε E( G) 当且仅当 i 笋j，则称 G 为完全 k

部图.此时记为 G=民1 ' ... ，町，其中 l 飞 1= 矶， 1 运i~k.

引理 1 [l] 当 1 ::二k::二 v - 1 ,mc ( v) ;::; k 当且仅当 G 有

1 个完全 k + 1 部的生成子图.

由引理 1 可知，如果 λ[ (G) = ν，则 G 有 1 个完

全二部的生成子图，故 G 连通.于是，当 G 是 1 个满

足 λ[ (G) = v 的 C 圈图时有

B=V+C- 1. 、
、
，
，
，

4
·且

，
，
，
‘
飞

设矶和 G2 为 2 个图，将 G[ 的每一个顶点和 G2
的每一个顶点用边相连，所得的图称为矶和 G 的
联，记为 G[ V G2 • tK1 表示 t 个顶点组成的没有边的

图. 1 个星图(记为 K1. n-1 )是指 K1. n -1 = K1 V ( ( n -

1) K1 ). 

引理 2[3] 若 G 是 1 棵树，则 λ1 (G) = v 当且仅当

G二Kl. p - 1 '

符号 G +te 表示由 G 任意地添加 t 条边所得到

的图类. 1 t l表示不小于 t 的最小整数， LtJ 表示不大

于 t 的最大整数.

2 主要结果

定理 1 若 G 是 1 个 C 圈图，则 λ1 (G) = v 当且仅当

G旦K1 V H，其中 1 E(H) 1 = C , V 注 1(3 +/&τI)/21 

或者G旦凡， b + [c - (α -l)(b-l)]e ， 其中 1 (3 + 

/8c + 1 ) I2 l ~ v ~ c + 3 ， 2 运 α 运 L v/2 J , (α -l)(b-

1 )运c 且 v = a + b. 

证明 充分性:只须注意此时 G 有 1 个完全二部生

成子图，由引理 1 可知 λ I(G)=V.

必要性:若 λI(G) =v ， 由式(1)可知 v+c-l=

B~V(V - 1 )/2 ，故 V ;::; 1 (3 + /8c + 1 ) /2 l. 由于

λ [(G) =v ， 由引理 1 可知 G = G1 V G2 • 令 v( G1 ) = α ， 

V( G2 ) = b ， 显然 V= α + b. 不妨设 bEEGEE1 ，则 1 ::三

α 运 Lv/2 J，

当 α=1 ，此时 G=K1 V H. 由式(1)可知 1 E(H) 1 = c 

成立.

若 α222 ，由 b;::; α222 ，得 B>V- 1. 于是 c221 ，否

则与式(1)矛盾.又由式(1)有 α (V - a) 运 B=V+

C -1 ，即 V::二 c/( α- 1) +α+ 1.注意到函数f(x) = 

c/x +x在[ 1 ， fc] 上严格递减，在G，Ic+∞]上严格递

增.故当 2 运α~Lv/2J 时，v~maxlc +3 ,c/( Lv/2J -

1) + L v/2 J + 1 1. 于是 v~m皿 lc+3 ， 2+

L/4c + 1 J 1. 当 c=l 时， c + 3 = 2 + L! 4c + 1 j.当 c;::;

2 时， c +3;::;2 + L~工IJ. 从而 ， v 运 c + 3. 

又因为 G 是 1 个 C 圈图，且 V= α+ b ， 由式(1)有

V + c - 1 = B (G 1 V G2 ) ;::;础，故 G二瓦 b+[C-( α-1 ) 

(b - 1 ) ] e. 

文献[3] 中给出了所有 Laplacian 谱半径等于阶

数的树，即给出了 c =0 ， λ1 = V 的所有图.文献[ 1 ]中

确定了 Laplacian 谱半径等于阶数的单圈图、双圈图、

三圈图，即给出了当 c=1 ， 2 ， 3 时， λI=V 的所有图.

本文将给出 C =4 ，5 时 λI=V 的所有图，c=6 ， 7…不

再一一列举.

推论 1 若 G 是 1 个四圈图，则 λ I(G) =v 当且仅当

G二K1 V H ，其中 1 E(H) =4 ， v;::;5 或者 G且民 4 + e 

或者 G二K3 . 3或者 G二K2.5'

推论 2 若 G 是 1 个五圈图，则 λ1 (G) = V 当且仅当

C二K1 V H ， 其中 1 E(H) 1 = 5 , v 注 5 或者 G吕K2 .4 + 

2e 或者 G二K3 ， 3 + e 或者 G旦K2.5 +e 或者 G二K2 .6 •

下面研究 C 与 mc(v) 之间的关系.

定理 2 设 G 是 1 个 C 圈图.若 mc(v) =k ，则

c ;::; k (k - 1) /2. (2) 

当 c;::;l 时，不等式 (2) 中等号成立当且仅当

C旦Kk+1

证明 当 k =0 时，式 (2) 显然成立.当 k;::;l 时，由引

理 1 可知 G 连通且至少有 1 个 Kk+1作为子图，由式

(1)有

v + c - 1 = B ;::; k(k + 1 )/2 + v - 1 - k , 

I!P 
c ;::; k (k - 1) /2. 

故式(2) 成立.

当 c;::;l 时，若 G二Kk+1 ， 则 mc (k + 1) = k. 由式

(1)可知 (k + 1) + c - 1 = B = k (k + 1 )/2 ，故 c -

k(k-l)/2成立.反之，若 c=k(k-l)/2 ， 由于 c221 ，

故 k ;::;2. 由引理 1 可知 G 有 1 个完全 k + 1 部的生成

子图 Ka， …，如， '则对任意的 iEll ， 2 ，… ， k+ll ，都有

纠 =1. 否则，若存在 α232 ，则 v+c-l =B>k(k+ 

1)/2+v-l-k ， 即 c>k(k-l)/2 ，矛盾从而 ， G二

Kk+ 1' 

定理 3 若 G 是 1 个森林，则 O:!:三 mc(V) 运 1 ，且
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m c( 1I) =1 当且仅当 G且Kl. v - J '

证明 由定理 2 可知 ， 0::::; mc (11) 主运1.若 mc (11) = 1 , 

则由引理 1 可知 G 连通，即 G 为 1 棵树.由引理 2 可

知 G 二 KJ . v -J .反之，当 G 且 KJ . v - J ' 由于 KJ .川的

Laplacian 谱为忡， 1 ,1 ,…, 1 ,01 ，故 mc( 11) = 1. 

定理 4 若 G 是 1 个单圈图，则 0::::; mc ( 11) ::::; 2 ，且

( mc ( 11) = 1 当且仅当 G 且 KJ V H ， 其中

I E( H) = 1 ， 11 注4 或者 G且C4 ; 

( mc( 11) =2 当且仅当 G呈几.

证明由定理2 可知，O~三 mc (11) 运 2. 若 mc (11) = 1 , 

则由定理 l 可知 G三KJ V H ，其中 I E(H) I = 1 ， 11~3 

或者 G'-/) ι. 反之，当 G且C4 ，由于 C4 的 Laplacian 谱

为 14 ， 2 ， 2 ， 01 ，故 mc (11) = 1 成立.若 G二KJ V H ， 其

中 I E(H) I = 1 ， 11~4 ， 此时 G 有 1 个完全二部的生

成子图，但没有完全三部的生成子图，由引理 1 可知

mc( 11) = 1 成立.注意当 mc ( 11) = 2 , C = 1 时，式 (2)

取等号.结合定理 2 和上述讨论可知①，②成立.

定理 5 若 G 是 1 个双圈图，则 O~三 mc( 11) 运2 ，且

( mc ( 11) = 1 当且仅当 G 旦 KJ V H ， 其中

I E(H) I =2 ， 11 法5 或者 G且K2 . 3 ; 

( mc( 11) = 2 当且仅当 G二K2 V (2KJ)' 

证明由定理2 可知 ，0::::;mc ( 1I) 运 2. 当 1 运mc (11) 运

2 ，由定理 1 可知 G且KJ V H，其中 IE(H) 1=2 ， 11注5

或者 G且K2 V (2KJ) 或者 G且K2 . 3 • 直接计算可得

几 V (2KJ) 的Laplacian 谱为闷， 4 ， 2 ， 01 ，儿 .3 的

Laplacian 谱为 15 ， 3 ， 2 ， 2 ， 01. 而当 G且KJ V H ， 其中

I E(H) I =2 ， 11~5 时 ， G 有完全二部的生成子图但

没有完全三部的生成子图，由引理 1 可知 mc (11) = 1 

成立.综上所述，结论成立.

定理 6 若 G 是 1 个三圈图，则 o ::::; mc ( 11 ) 运 3 ，且

( mc ( 11) = 1 当且仅当 G 二 KJ V H ， 其中

I E(H) I =3 ， 11~6 或者 G且 KJ V P4 或者 G且KJ V 

(K3 UKJ ) 或者 G且 (2KJ) V (KJ UK2 ) 或者 G二凡，42

②mc( 1I) =2 当且仅当 G旦K2 V(3KJ );

( mc( 11) =3 当且仅当 G二ι.

证明 由定理2 可知 o ::::;mc (11) 运3. 当 h三mc (11 ) ::::;3 , 

由定理 1 可知 G且KJ V H，其中 I E(H) I =3 ， 11~4或

者 G呈几 3 +e或者 G}Qι4' 等价的当 1 ::::; mc ( 11 ) 运 3 ，

G二KJ V H ，其中 I E(H) I =3 ， 11~6 或者G二KJ V P4 

或者 G且KJ V (K3 UKJ ) 或者 G二 (2KJ) V (KJ UK2) 

或者 G且几 V (3KJ ) 或者 G且K2.4或者 G二K4' 直接计

算可得 KJ V 凡的Laplacian 谱为 1 5 , 4. 41 , 3 , 1.坷，

o 1 ,( 2KJ) V (KJ U K2 ) 的Laplacian 谱为厅，4 ， 3 ， 2 ，

o 1 ,KJ V (K3 U KJ ) 的 Laplacian 谱为闭， 4 ， 4 ， 1 ， 01 ，

民 V (3KJ ) 的Laplacian 谱为 15 ， 5 ， 2 ， 2 ， ol ， K2 ，4 的

Laplacian 谱为 16 ，4 ， 2 ， 2 ， 2 ， 01 ，凡的 Laplacian 谱为

14 ， 4 ， 4 ， 01. 而当 G 且 KJ V H ， 其中 E(H) I = 3 , 

11~6 时 ， G 含有完全二部的生成子图，但不含有完全

三部的生成子图，由引理 1 可知 mc (11) = 1 成立.综
合上述讨论，结论成立.

类似的可以得到

定理 7 若 G 是 1 个四圈图，则 O~三 mc( 11) 运 3 ，且

①叫~(1I )=1 当且仅当 G 且 KJ V H ， 其中

I E( H) I =4 ， 11~7 或者 G旦KJ V (KJ U (KJ V (KJ U 

K2)) ) 或者 G二 KJ V (K2 UK3 ) 或者 G且 KJ V (KJ U 

C4 ) 或者 G二KJ V P5 或者 G二(2KJ) V ( (2KJ ) U K2 ) 

或者 G且K3 .3或者 C二K2，5或者 C旦KJ V HJ ， 其中 HJ
为凡外添加一顶点使之与町的 1 个二度点相连所

得的图;

( mc (11) = 2 当且仅当 G且 C4 V KJ 或者 G二

K2 V (KJ UK2 ) 或者 G二K2 V (4KJ) ; 

③不存在四圈图，使得 mc (11) = 3. 

对于一般的 C 圈图有

定理 8 若 G 是 1 个 C 圈图，则

o ~三 mc ( 11) ::::; L (1 + /8c + 1 ) /2 j. 

当 1I ~c+4 时 ， mc( 11) = 1 当且仅当 C二KJ V H , 

其中 I E( H) I = c. 

证明由定理 2 可知，0 运mc (11) 运 L (1 +/8c+l)/ 

2J成立.当 1I ~C +4 时，由定理 1 可知 G二KJ V H ，其

中 I E(H) I = c 成立.反之，当 G 二 KJ V H ， 其中

E(H) I =c ，则 G 含有完全二部的生成子图，但不

含有完全三部的生成子图，由引理 1 可知 mc ( 1I) = 1. 

由定理 1 和定理 8 可得

推论 3 设 k E 12 , 3 ,…, L (1 + j8c + 1) /2 J 1 ，则最

多只有有限个 C 圈图 G使得 mc( 11) = k. 
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